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ÉLÉMENTS 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


CHAPITRE PREMIER 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


Objet de lu Géométrie descriptive. 

1. L’objet principal de la géométrie descriplice est de ré- 
soudre, au moyen de constructions effectuées sur un plan, 
les problèmes dont on s’occupe dans la géométrie de l’espace. 

Un exemple suffira pour faire comprendre le sens de cette 
définition. 

On sait que le volume d’une pyramide est égal au tiers du 
produit de la base par la hauteur. Or, la hauteur peut être 
entièrement située dans l’intérieur du solide; on comprend 
alors l’utilité des méthodes qui servent à déterminer la lon- 
gueur de cette perpendiculaire, par des constructions effec- 
tuées sur uit plan. .. . , 

*. La géométrie descriptive a aussi pour objet de repré- 
senter, par des dessins ayant seulement deux dimensions, les 
corps qui en ont trois, pourvu qu’ils soient susceptibles d'une 
définition rigoureuse. 

Gbr. bt Cass. ... < 
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2 ÉLÉMENTS DE C'ÉOMËTRIE DESCRIPTIVE. 

3. La méthode la plus simple employée en géométrie des- 
criptive est celle des projections orthogonales; nous allons la 
faire connaître. 

§ II 

De» Projections d'an point. 

V * 

4. On appelle projection d’un point sur un plan, le pied 
de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan. 

’ Comme on peut toujours abaisser d’un point donné une 
perpendiculaire à un plan, et une seule, la projection d’un 
point sur un plan est déterminée. 

Soient ( pg . 1) le point A et le plan MP; j’abaisse de A une 
perpendiculaire au plan MP, le pied, a, de la perpendiculaire 
est la projection de A, sur ce plan. 

Si le point a pris sur le plan MP est considéré comme 
étant la projection d’un autre point de l’espace, ce dernier 
point est indéterminé, c’est-à-dire qu’il y a une infinité de 
points qui ont pour projection a. Le lieu géométrique de tous 
ces points est la droite AaA' perpendiculaire au plan MP, au 
point a. « 

Puisqu’il ne suffît pas de connaître la projection d’un point 
sur un plan pour que ce point soit déterminé, nous cherche- 
rons à fixer sa position dans l’espace, en le rapportant à un 
second plan de projection, comme nous allons l’expliquer 
dans le numéro suivant. 

5. Pour plus de précision, considérons [pg. 2) deux plans 
PA, SI, perpendiculaires entre eux : le premier horizontal, le 
second vertical. 

» ; J . . 1 . i ' * 

Nous appellerons : 

PA, plan horizontal de projection; 

SI , plan vertical de projection ; 

xy, intersection de ces deux plans, ligne de terre. 

Nous nommerons encore : 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. ‘ -, 3 

t/ A, partie antérieure du plan horizontal; 

2/S, partie supérieure du plan vertical ; 
a?P, partie postérieure du plan horizontal ; 
xl , partie inférieure du plan vertical 
Ces deux plans forment quatre angles dièdres, que l’on dé- 
signe par les noms donnés aux parties des plans qui les déter- 
minent. 


Ainsi : 

L’angle 
périeur; 

L’angle dièdre Saa/P 
L’angle dièdre Pxi/I 
L’angle dièdre Axyl 



e Sæi/A sera appelé angle dièdre antèrieur-su- 




superteur-posténeur; 
poslérieur-in férié ur ,■ 
inférieur-antérieur. 


♦ 


C. Soit lej-ioint B (fig. 2) situé dans Tringle dièdre antérieur 
supérieur, le point b, pied de la perpendiculaire abaissée du 
point B au plan horizonhd, est appelée projection horizontale 
du point B. Le point b\ pied de la perpendiculaire abaissée 
du point B au plan vertical, est appelée projection verticale 
du point B. 

Le plan b'Bb étant perpendiculaire aux deux plans de pro- 
jection, est perpendiculaire à la ligne.de terre, et la rencontre 
en un point o. ‘ 

Traçons ob, ob'. 

Ces deux droites étant perpendiculaires à la ligne de terre, 
on voit que les perpendiculaires abaissées des projections d’un 
même point à la ligne de terre, la coupent au même point. 

De plus, le quadrilatère o&BZ»' est un rectangle; alors, 
Bb—b'o. Nous saurons donc que la distance d’un point de 
l’espace au plan horizontal, est égale à la distance de la pro- 
■ jection verticale de ce point à la ligne de terre. 

Pareillement : 

B b'—bo, ce qui exprime que la distance d’un point de l’ee- 


-* Ôn conçoit que ces dénominations se rapportent à un observateur 
placé dans l'angle dièdre Syxk. ' 


• Digitized by Google 


4 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

p ace au plan vertical, est égale à la distance de la projection 
horizontale de ce point à la ligne de terre. 

Les lignes. B6,B&', sont appelées lignes projetantes du 
point B. . • 

Remarque. Le point B étant pris dans l’angle dièdre anté- 
rieur supérieur, la projection horizontale, b, de ce point est 
placée sur la partie antérieure du plan horizontal, et la pro- 
jection verticale, b', sur la partie supérieure du plan vertical. 

* ‘ , | • . . * a • • ' t • 

7 . Réciproquement, les deux points b , b', étant pris : b sur 
la partie antérieure du plan horizontal ; b' sur la partie supé- 
rieure du plan vertical, pourront être considérés comme étant 
les projections d’un point déterminé de l’espace, toutes les 
fois que les perpendiculaires bo, b'o, abaissées de ces points à 
la ligne de terre la couperont au même point. 

En effet, la droite GG' perpendiculaire au plan horizontal, 
au point b, est le lieu géométrique de tous les points de l’es- 
pace, dont b est la projection horizontale; d’après un théorème 
de géométrie, cette droite CG' est située dans le plan b'ob. 

Pareillement, DB' perpendiculaire au plan vertical, au point 
b’, est le lieu géométrique de tous les points de l’espace dont 
V est la projection verticale, et cette droite est placée dans le 
plan b'ob. 

Les deux droites CC', DD' sont donc situées dans le même 
plan b'ob. et perpendiculaires à deux droites qui forment un 
angle b'ob ; elles se' coupent donc en un point que nous nom- 
mons B. . - •; . ■ * 

De plus, ce point B est situé dans l’angle dièdre antérieur 
supérieur, c’est-à-dire dans l’angle dièdre unique qui ren- 
ferme une partie de chacune des deux droites CC', DD'. 

On conclut de ce qui précède, que deux points b, b', pris 
sur les deux plans de projection, sont les projections d’un point 
de l’espace , lorsque les perpendiculaires abaissées de ces deux 
points b, b', sur la ligne de terre coupent cette ligne au même 
point. 

8 . Deux points b, b', pris sur les deux plans de projection 
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ne sout jamais les projections d'iin point, lorsque les perpen- 
diculaires abaissées'4le ces'points b, b', sur la ligne de terre 
ne la rencontrent pas au même point. 

Car, s’ils étaient les projections d’un point de l’espace, les 
perpendiculaires abaissées des projections b, b', sur la ligne 
de ferre couperaient cette ligne au même point, ce qui est * 
contre l’bÿpûthèse*. jj* ’f* ■ . 

'[ • ' • V •• •• • • 

9 . Nous avons jusqu’ici considéré deux plans perpendicu- 
laires entre eux : afin de n’avoir à exécuter que des construc- 
tions sur un plan seulement, nous allons supposer que le plan 
vertical tourne autour de la ligne de terre jusqu’à ce qu’il 
coïncide avec le plan horizontal. Dans cette position parti- 
culière du plan vertical, ou dit qu’il est rabattu sur le plan 
horizontal. 

Nous supposerons, de plus, que cé mouvement de rotation 
du plan vertical, autour de la ligne de terre, ait lieu de telle 
manière que la partie supérieure du plan vertical vienne 
coïncider avec la partie postérieure du plan horizontal; alors 
la partie inférieure du plan vertical coïncidera forcément 
avec la partie antérieure du plan horizontal. 

Il est à observer que dans le mouvement de rotation du 
plan vertical les droites qu’il renferme conserveront toujours, 
à l’égard les unes des autres, les mêmes relations de posi- 
tion; ainsi, deux droites qui forment un certain angle sur le 
plan vertical, formeront encore un angle égal au premier 
lorsque le plan vertical sera rabattu sur le plan horizontal. 

Dans le mouvement de rotation du plan vertical autour de 
la ligne de terre, la droite ob' (Jig. 2) reste constamment per- 
pendiculaire à la ligne de terre, et vient coïncider avec le pro- 
longement de 60, lorsque le plan vertical est rabattu sur le 
plan horizontal. 

10. Dans cette position particulière üu pian vertical, le 
point b' occupe sur le plan horizontal une place détermi- 
née b ", qu’on appelle rabattement du point b’ sur le plan 
horizontal. De plus, la droite b"b étant perpendiculaire à la 
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ligne de terre, nous saurons désormais que la droite qui unit 
les deux projections d’un point donné , est perpendiculaire à 
la ligne de terre, lorsque le plan vertical est rabattu sur le 
plan horizontal. . . > 

, i ' ’ ' r 

.Réciproquement, il est facile de voir que si la droite b" b 
est perpendiculaire à la ligne de terre, les deux points 6", b, 
pourront toujours être considérés comme étant les projec- 
tions d’un point unique de l’espace, lorsque le plan vertical 
sera relevé, c’est-à-dire lorsque le plan vertical aura pris sa 
première position. 

Dans les raisonnements, nous supposerons toujours que le 
plan vertical de projection est perpendiculaire au plan hori- 
zontal. Dans les constructions, au contraire, le plan vertical 
sera toujours rabattu sur le plan horizontal. La partie supé- 
rieure du plan vertical coïncidant avec la partie postérieure 
du plan horizontal, et la partie inférieure du plan vertical 
coïncidant avec la partie antérieure du plan horizontal, nous 
avons à distinguer immédiatement les points qui appartien- 
nent à l’un des plans de projection de ceux qui appartiennent 
à l’autre ; nous parvenons facilement à notre but au moyen 
de la convention suivante. 

II. Nous désignerons ordinairement les points de l’espace 
par de grandes lettres. Ainsi B représentera un point de l’es- 
pace. 

La projection horizontale de B sera représentée par la lettre • 
‘ b sans accent. * ^ ' ; * 

La projection verticale de B sera représentée par la lettre b, 
accentuée. Nous dirons souvent le point {b, b’) pour représen- 
ter le point de l’espace dont b, b', sont les projections. 

En supposant que le point considéré dans l’espace soit suc- 
cessivement situé dans chacun des quatre dièdres, les pro- 
jections de ce point seront représentées par les figures 3, 4, 

S etc. 

Le point (b, b') {fig. 3) est situé dans l’angle dièdre antéricur- 
supérieur; 
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Le point (c,c') {fig. 4) — dans l’angle dièdre supérieur- 

postérieur; ; • 

‘ Le point {d,d'){fig. ’ô) — dansl’angledièdrepostérieur- 

inférieur ; 

Le point (e, e') {fig. 6) — dans l’angle dièdre antérieur- 

inférieur. . « 

Remarque. Lorsqu’un point {f, f) {fig. 7), situé dans l’angle 
dièdre postérieur-supérieur, appartient au plan bissecteur do 
ce dièdre, ses projections se confondent. 

Il en est encore de môme pour un point {g. g') [fig. 8) situé 
dans l’angle dièdre antérieur-inférieur, sur le plan bissecteur 
de cet angle dièdre. ». 

Lorsqu’un point est situé sur le plan horizontal, il coïncide 
avec sa projection horizontale, et on obtient sa projection 
verticale, en abaissant de ce point une perpendiculaire sur 
la ligne de terre. 

Lorsqu’un point est situé sur le plan vertical, il coïncide 
avec sa projection verticale, et on obtient sa projection hori- 
zontale, en abaissant de ce point une perpendiculaire à la • / ' 
ligne de terre. 

Enfin, si le point considéré est placé sur la ligne de terre, 

il coïncide avec ses deux projections. 

* « • ’ • >. 

• , ’ ■ * v 

' , . § III 

Des Projections d’une ligne. 

1 "<• *.** • . * "•* 

1®. On appelle projection d’une ligne sur un plan , le 
lieu géométrique des projections des différents points de cette 
ligne sur le plan. 

THÉORÈME I. ‘ ' 

13. La projection d’une droite sur un plan, est , en général, 
une droite. . ‘ •: •’ " 


s 
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Soit AB [fig. 9) une droite, non perpendiculaire au plan MP; 
d’un point quelconque A, pris sur cette droite, menons A a, 
perpendiculaire au plan MP; le plan BAa coupe MP, suivant ' 
une droite ab qui est la projection de AB sur le plan MP. 

En effet, les perpendiculaires abaissées des différents points 
de AB sur le plan MP, viennent rencontrer ce dernier plan 
en des points de la droite ab, puisque les deux plans BAa et 
MP sont perpendiculaires entre eux. 

Réciproquement, tout point d pris sur ab est la projection 
d’un point D pris sur AB. • . • 

La droite ab est donc la projection, de AB sur le plan MP. 

La droite ab placée sur le plan MP étant considérée comme 
la projection d’une droite de l’espace, cette dernière droite 
est indéterminée, et le lieu géométrique de toutes les droites 
de l’espace , qui ont pour projection ab, est le plan perpendi- 
culaire au plan MP conduit suivant la droite ab. 

Lorsque la droite donnée AB {fig. 10) est perpendiculaire au 
plan donné, sa projection sur ce plan est un point a. 

Réciproquement, si le point a, pris sur le plan MP, est con- 
sidéré comme la projection d’une droite sur ce plan, cette 
droite de l’espace est déterminée, et elle coïncide avec la per- 
pendiculaire au plan MP, au point a. ' 

• * - * l . ’ • . * ‘ \ 

11 . La droite ab ( fig . 1 1), projection de AB sur le pian ho- 
rizontal, est appelée projection horizontale de AB ; la droite ' 
a'b', projection de AB sur le plan vertical, est appelée projec- 
tion verticale de AB. " 

♦ ' 

Le plan BA ab est appelé plan projetant la droite horizon- 
talement, et le plan BA a'b' plan projetant la droite vertica- 
lement. 

15 . Cherchons, maintenant, quelles doivent être, à l’égard 
de la ligne de terre, les directions de deux droites ab, a'b', 
situées : l’une, ab, sur le plan horizontal; l’autre, a'b'. sur le 
plan vertical, pour que ces deux droites, ab, a'b', puissent 
être les projections d’une droite AB, déterminée dans l’espace. 

v° Supposons que les deux droites ab, a'b' soient perpendi- 
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eulaires à la ligne de terre en des points différents. Alors, les 
plans conduits suivant ab, a' b' respectivement perpendicu- 
laires aux deux plans de projections, sont évidemment paral- 
lèles; il n’existera donc pas de droite ayant pour {n'ojections 
ab, a'b'. . 

2° Si les droites ab , a' b' étant toujours perpendiculaires à 
la ligne de terre, la rencontrent au môme point, les plans 
conduits suivant ab, a’b’, respectivement perpendiculaires aux 
plans de projection, se confondent, et toutes les lignes situées 
dans ce plan unique auront pour projections les droites don- 
nées ab, a'b'. Il existera donc autant de droites que l’on vou- 
dra ayant pour projections ab, a'b’. 

3° Supposons ab oblique à la ligne de terre, et a'b’ perpen- 
diculaire à cette même ligne. Dans ce cas, les deux plans 
perpendiculaires aux deux plans de projection, se couperont 
suivant une droite perpendiculaire au plan horizontal, au 
point de rencontre de la droite ab avec la perpendiculaire à 
la ligne de terre menée dans le plan horizontal par le point 
d’intersection de a'ff avec la ligne de terre. 

Cette perpendiculaire aura pour projection horizontale un 
point de ab seulement, et pour projection verticale a'b'. 

1° Enfin, si les deux droites ab, a'b' sont obliques à la ligne 
de terre, elles représenteront toujours les projections d’une . 
droite unique de l’espace. Car, les plans conduits suivant 
ab, a'b’ perpendiculaires aux plans de projections, se coupent 
nécessairement, et leur intersection, qui n’est perpendicu- 
laire à aucun des deux plans de projection, représente la 
droite ayant pour projections ab, a'b'. 

De là, nous tirons cette conclusion : 

Pour que deux droites ab, a'b' situées sur les plans de pro- 
jections, soient les projections d’une droite déterminée dans 
l’espace , il faut et il suffit qu’aucune des droites ab, a’b', ne 
soit perpendiculaire à la ligne de terre. 
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DÉFINITIONS. 




1©. Nous appellerons : 

Traces d’une droite, les points d’intersection de cette droite 
avec les plans de projection ; 

Trace horizontale, l’intersection de la droite avec le plan 
horizontal ; 

Trace verticale, l’intersection de la droite avec le plan 
vertical. 

Droite horizontale, une droite parallèle au plan horizontal; 

Droite verticale , une droite perpendiculaire au plan hori- 
zontal. 

. . ’ t, * ' * * *. 

> THÉORÈME II. 


17 . Lorsqu’une droite AB ( fig . 13), non située sur un des 
plans de projection, est perpendiculaire à la ligne de terre, ses 
projections sont perpendiculaires à la ligne de terre. 

Concevons par le point A un plan perpendiculaire à la ligne 
de terre : ce plan, qui contient la droite AB, coupe les plans 
de projection suivant deux droites A b, Ab', qui sont perpen- 
diculaires à la ligne île terre, et ces droites représentent les 
projections de la droite AB de l’espace. 

Remarque. Lorsque la droite AB est située dans un plan 
perpendiculaire à. la ligne de terre, sans être perpendiculaire 
à aucun des plans (le projection, ses projections sont toujours 
perpendiculaires à la ligne de terre. 

THÉORÈME III. 

t . s • r . ' • • • . * . ; 

18 . Lorsqu'une droite AB [fig. 13) est parallèle à l’un des 
jdans de projection, sans être perpendiculaire à l'autre, sa pro- 
jection ab sur le premier plan est parallèle à la droite AB; et 
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*% . 

sa projection, a' b', sur le second plan, est parallèle à la ligne 
de terre. 

Supposons, par exemple, AB parallèle au plan horizontal, 
et non perpendiculaire au plan vertical ; sa projection hori- 
zontale ab lui sera parallèle, et sa projection verticale, a' b'. 
sera parallèle à la ligne de terre. 

En [effet, si la droite ab n’était pas parallèle à AB, elle la 
rencontrerait ; alors la droite AB couperait le plan horizontal, 
ce qui est contraire à l’hypothèse. . 

La droite a' b' est parallèle à la ligne de terre, car le plan 
horizontal de projection et le plan AB 6' a' sont parallèles entre 
eux, comme étant perpendiculaires au plan vertical, et con- 
tenant deux droites, AB, ab parallèles entre elles, et non per- 
pendiculaires au plan vertical. Donc, les deux droites a'b',xy 
sont parallèles comme étant les intersections de deux plans 
parallèles par ma troisième. 

Réciproquement, a'b', ab, sont les projections d’une droite 
AB de l’espace, parallèle à ab. 

THÉORÈME IV. . 

19 . Lorsqu’une droite AB (fig. 14 ) est parallèle à la ligne de 
terre, ses projections sont parallèles à la ligne de terre. 

En effet, la droite AB étant parallèle au plan horizontal, sa 
projection verticale est parallèle à la ligne de terre; AB étant 
parallèle au plan vertical, sa projection horizontale est paral- 
lèle à la ligue de terre. 1 . 

Réciproquement, les droites ab, a'b', étant parallèles à la 
ligne de terre, sont les projections d’une droite AB parallèle 
à la ligne de terre. 

e 

’ ’ • • . V , , • , • - > , 

THÉORÈME V. 

90 . Lorsqu’une droite est perpendiculaire à l’un des deux 
plans de projection, sa projection sur ce plan est un point, et 
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sa projection sur l’autre plan est perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

Supposons, par exemple, que la droite AB [fig. 15) soit per- 
pendiculaire au plan horizontal ; la projection horizontale de 
cette droite est évidemment le point B, où elle rencontre le 
plan horizontal, 

Pour obtenir la projection verticale de AB, abaissons du 
point B une perpendiculaire B6' à la ligne de terre ; le plan 
ABb' coupe le plan vertiçal suivant une droite a'b' perpendi- 
culaire à la ligne de terre; cette droite a'b' est la projection 
verticale de AB. 

THÉORÈME VI. 

« • r • . • • 

$1. Lorsque deux droites sont parallèles , leurs projections 
de même nom sont parallèles. 

Soient AB, CD [fig. IB), deux droites parallèles, je dis que 
leurs projections horizontales ab , cd sont parallèles. En effet, 
les deux plans BAah, DC cd sont parallèles’, comme perpendi- 
culaires au plan horizontal, et conduits suivant deux droites 
parallèles, et non perpendiculaires au plan horizontal. 

Le même raisonnement démontre le parallélisme des pro- 
jections verticales. 

Réciproquement, si les projections ab,a’b' de AB sont res- 
pectivement parallèles aux projections cd, c T d' de CD, les deux 
droites AB, CD sont parallèles. En effet, les deux droites AB f 
CD sont les arêtes de deux angles dièdres, dont les faces sont 
parallèles. J ’ » 

On conçoit que cette réciproque n’esf vraie qu’autanî que 
les deux droites considérées sont déterminées par leurs pro- 
jections. Il est donc sous-entendu que les projections de ces 
droites ne sont pas perpendiculaires à la ligne de terre. 
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THÉORÈME VII. 

‘Î3. Lorsque deux droites de l'espace -se coupent, leurs pro- 
jections de même nom se rencontrent en des points situés sur 
une perpendiculaire à la ligne de terre . . 

En effet, nommons AB, CD deux droites de l’espace qui se 
• coupent en un point O; la projection horizontale o {fig. 17) 
de ce point se trouve sur les projections horizontales ab, cd 
des droites AB, CD; pareillement la projection verticale o' de 
O appartient aux projections verticales a’b’, c'd’ de AB, CD. 

Or, les projections d’un môme point étant toujours situées 
sur une perpendiculaire à la ligne de terre, la droite oo' est 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

Réciproquement, lorsque la droite oo' est perpendiculaire à 
la ligne de terre, les deux droites AB, CD se coupent; car les * • 
points o, o' sont les projections d’un point 0 situé à la fois sur 
les deux droites. On verra plus loin (n° 42) qu’il peut y avoir 
exception à cette règle générale, dans le cas où l’une des 
deux droites est située dans un. plan perpendiculaire à la 
ligne de terre.. . . . 



Du Plan. 


DÉFINITIONS. 

93. On appelle traces d’un plan, les droites d’intersection 
de ce plan avec les plans de projection ; 

Trace horizontale , l’intersection de ce plan avec le plan 
horizontal de projection ; 

Trace verticale, l’intersection de ce plan avec le plan ver- 
tical de projection. 

Un plan est horizontal, lorsqu’il est parallèle au plan hori- 
zontal de projection. 
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Un plan est vertical, lorsqu’il est perpendiculaire au plan 
horizontal de projection. 

ai. Un plan peut avoir, à l’égard de la ligne de terre, trois 
positions différentes : 

Il peut couper la ligne de terre, lui être parallèle, ou bien 
passer par cette ligne. 

Lorsqu'un plan coupe la ligne de terre , ses deux traces la 
rencontrent au même point; car chacune des deux traces passe 
par le point d’intersection du plan avec la ligne de terre. 

Lorsqu’un plan est parallèle à la ligne de terre, il y a deux 
cas à examiner : il peut couper les deux plans de projection, 
ou bien être parallèle à l’un d’eux. 

t 

Si le plan parallèle à la ligne de terre coupe les deux plans 
de projection, ses deux traces sont parallèles à la ligne de terre, 
autrement la ligne de terre rencontrerait ce plan, ce qui est 
contre l’hypothèse; s'il est parallèle à l'un des plans de pro- 
jection, il ne peut avoir qu’une seule trace, qui est évidemment 
parallèle à la ligne de terre. 

Remarque. Lorsqu’un plan passe par la ligne de terre, ses 
traces ne suffisent plus pour le déterminer dans l’espace, 
puisqu’elles coïncident avec la ligne de terre ; pour fixer alors 
la position du plan, on donne Ordinairement les projections 
d’un de ses points. 

THÉORÈME VIII. ’ 

®5. Quand un plan est perpendiculaire à l’un des deux 
plans de projection et coupe la ligne de terre, sa trace sur 
l’autre-plan est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Supposons le plan donné perpendiculaire au plan horizon- 
tal, par exemple, et rencontrant la ligne de terre; sa trace 
verticale sera perpendiculaire à la ligne de terre : car cette 
trace étant l’intersection de deux plaus perpendiculaires au 
plan horizontal, !est elle-même perpendiculaire à ce plan, et 
par conséquent à la ligne de terre. 


Digitized by Google 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


<5 


Corollaire. Si un plan est perpendiculaire à la ligne de 
terre, ses traces sont aussi perpendiculaires à cette, ligne. 

Remarque. Le plan vertical étant rabattu sur le plan hori- 
zontal, les traces d'un plan parallèle à la ligne de terre coïn- 
cident, lorsque ces droites étant situées d’un même côté de la 
ligne de terre, en sont également éloignées. 

THÉORÈME IX. 

*»C. Lorsqu’une droite AB {fig . 18) est perpendiculaire à un 
plan f'e'ef, les projections ab, a'b' de cette droite sont respec- 
tivement perpendiculaires aux traces ef, e'f', du plan donné. 

En effet, le plan AB&a, projetant la droite horizontalement, 
est perpendiculaire au plan donné et au plan horizontal; il 
est donc perpendiculaire à l’intersection ef de ces deux plans 
en un point o, et par conséquent, la droite ef est perpendicu- 
laire à la droite ab, qui passe par son pied dans*le plan ABba. 

On démontrerait de môme que a’b’ est perpendiculaire 

à e'f. 

• • 

Réciproquement, si les projections ab, a'b' d’une droite AB 
sont perpendiculaires aux deuxtraces ef, e'f' d'un plan e'ffef, 
ld' droite AB est perpendiculaire à ce plan. En effet, la droite 
ef étant perpendiculaire à AB6a, qui projette AB horizontale- 
ment, le plan e'f fe est aussi perpendiculaire à ABha; de même 
e'f'fe est perpendiculaire au plan ABfc'a' ; donc AB intersec- 
tion de AB6a, ABh'a', est perpendiculaire au plan e'f'fe. 

Remarque. La démonstration précédente suppose que les 
traces ef, e'f ne sont pas parallèles à la ligne de terre, car si 
elles l’étaient, les projections ab, a'b' seraient perpendicu- 
laires à la ligne de terre, et les deux plans projetant la droite 
AB se confondraient. 

27 . Concevons qu’un plan quelconque tourne autour de sa 
trace horizontale et vienne coïncider avec le plan horizontal 
de projection ; un point situé sur ce plan prendra sur le plan 
horizontal une position déterminée qu’on nomme rabattement 
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du point sur le plan horizontal. Il en serait de môme d’une 
figure quelconque tracée syr le plan donné. 

Pareillement, si l’on suppose que le plan tourne autour de 
sa trace verticale jusqu’à ce qu’il coïncide avec le plan ver- 
tical de projection, le point considéré est alors rabattu sur le 
plan vertical. 

Nous ferons observer de nouveau que dans ce mouvement 
de rotation du plan donné, les droites qu’il renferme conser- 
veront toujours à l’égard les unes des autres les mêmes rela- 
tions de position. 

Lorsqu’un plan, après avoir été rabattu sur l’un des deux 
plans de projection, est ensuite ramené à sa position primi- 
tive;, on dit qu’il a été relevé. La même expression s’applique 
à toute figure tracée dans ce plan. Ainsi, relever un point ou 
une droite d’un plan rabattu sur l’un des plans de projection, 
c’est trouver les projections du point, ou de la droite, quand 
le plan considéré est ramené à la position qu’il occupait pri- 
mitivement dans l’espace. 

La solution la plus simple d’un grand nombre de problèmes 
de la géométrie descriptive, consiste, précisément, à rabattre 
et à relever lès plans qui doivent contenir lés points ou les 
lignes que l’on cherche. Il existe, à cet égard, une méthode 
générale ; on en verra de nombreuses applications. 

Nous croyons devoir encore prévenir que, lorsqu’on dira 
qu’un point, qu’une ligne sont donnés, il faudra sous-entendre 
que l’on donne leurs projections. 

De môme, déterminer un point ou une ligue satisfaisant à 
des conditions indiquées dans l'énoncé d’un problème, c’est 
déterminer les projections du point ou de la ligne que l’on 
demande. * 
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CHAPITRE II. 

PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE ET LE PLAN. * 

V ** v ’ » 'r 


§1 

Questions fondamentales sur la droite. 

Rabattements. 

K * 

PROBLÈME I. 

i V , . ' . ' . 1 . 

SS. Connaissant les projections d'une droite, trouver .ses* 
traces. 

Supposons que les deux projections données ab, a' b' ( fig . 1 pp, 
rencontrent la ligne de terre en des points v, h'. 

Suivant ab concevons un plan vertical : sa trace horizontale . 
est ab, et sa trace verticale vY est perpendiculaire à la ligne 
de terre. Ce plan contient la droite de l’espace. 

De même, suivant a'b', concevons un plan perpendiculaire 
au plan vertical : sa trace verticale est a'b', et sa trace hori- 
zontale A'H est perpendiculaire à la ligne de terre j la droite * 
de l’espace est encore située dans ce plan; elle est donc l’in- 
tersection IIV des deux plans IIuV, llh'Y. 

Le point V est donc la trace verticale de la droite, çt le 
point H sa trace horizontale. 

Nous en concluons cette règle générale : Pour déterminer la 
trace verticale d’une droite donnée par ses projections, prolon- 
gez la projection horizontale jusqu’à la ligne de terre; au point 
de rencontre, élevez dans le plan vertical une perpendiculaire 
a la ligne de terre, et prolongez cette perpendiculaire jus- 
qu’à ce qu’elle coupe la projection verticale de la droite : 
Ger. et Cass. 2 

v , '■ • 
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le point d'intersection représentera la trace verticale de- 
mandée. 

On énoncerait d’une manière analogue la règle à suivre 
pour déterminer la trace horizontale de la droite de l’espace. 

La portion de la droite comprise entre ses traces peut être 
située dans chacun des quatre angles dièdres formés par les 
deux plans de projection, et ces positions sont représentées 
par les figures 19, 20, 21 et 22. 

* 9 . Cas particulier. 

Les projections ah, a'b' de la droite (fig. 23) sont perpen- 
diculaires à la ligne de terre au même point. 

Il est alors nécessaire, pour déterminer les traces de la 
droite, que l’on donne les projections de deux de'ses points: 

Soient (a, a'), {b, b'), les projections données; la droite AB 
est située dans le plan m'om, perpendiculaire à la ligne de 
terre. Concevons que ce plan tourne autour de sa trace hori- 
zontale dans le sens a'o'h, pour venir coïncider avec le plan 
horizontal de projection; dans ce mouvement de rotation, les 
droites de l’espace a A, i>B, demeurant constamment perpendi- 
culaires à la trace horizontale om, les points A, B, décrivent, 
dan# des plans parallèles au plan vertical de projection, des 
arcs de cercle qui ont pour centres a, b, et dont les rayons 
sont égaux à oa', ob'. 

Lorsque le plan mobile est rabattu sur le plan horizontal, 
les points A, B, viennent se placer sur les perpendiculaires 
* aAh, 6Bh, élevées à la droite om, aux points a, b , et à des dis- 
tances de o, b, respectivement égales aux droites oo', ob'. 

Donc si, aux points a, b, et dans le plan horizontal, on élève * 
des perpendiculaires à la droite om, et que l’on prenne sur 
ces perpendiculaires des longueurs aAh, 6Bh, respectivement 
égales aux deux droites oa', ob', les extrémités Ah, Bh de ces 
perpendiculaires représentent les rabattements des points A, B, 
sur le plan horizontal. 

Par conséquent, la droite AhBh représente le rabattement 
de AB. 

Supposons maintenant que l’on ramène le plan m'om à sa 

*- * 
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position primitive, en le faisant tourner autour de om dans le 
sens a'h»'; la droite AB quittera la direction AhBh, et, dans 
toutes les positions qu’elle prendra dans l'espace, elle passera 
constamment par le point H , intersection des droites om, 
AhBh. Donc, le point H est la trace horizontale de la droite AB. 

Dans le mouvement de rotation du plan m'om , le point Yt, 
intersection de AhBh avec la ligne de terre, décrit sur le plan 
vertical un arc de cercle dont le centre est o, et le rayon oYh ; 
cet arc (fig . 23) doit être situé au-dessous de la ligne de terre. 
Par conséquent, la trace verticale de la droite AB coïncide 
avec le point V, intersection de l’arc de cercle VhY avec la 
droite om. Si les deux distances oYh, oH étaient égales, les 
traces H, V, coïncideraient. 

Pareillement (fig. 24), les deux distances oVh, oH étant 
égales, les deux traces V, II se confondent. 

PROBLÈME II. 

îtO. Connaissant les traces d'une droite, déterminer ses pro- 
jections. . . . . ... 

Soient H, V (fig . 19), les traces horizontale et verticale d’une 
droite; pour déterminer ses projections, il suffit d’obtenir 
celles des points II, V. 

Or, le point H coïncide évidemment avec sa projection ho- 
rizontale, et on obtiendra sa projection verticale h’, en abais- 
sant de H une perpendiculaire IIA’ à la ligne de terre ; alors 
A'V sera la projection verticale de la droite de l’espace HV. 
De même, on déterminera la projection horizontale de cette 
droite, en menant une droite Hu, du point H au pied dé la 
perpendiculaire Vu, abaissée du point V à la ligne de terre. 

Première remarque. Lorsque les deux traces de la droite 
coïncident avec un point de la ligne de terre, la droite n’est 
plus déterminée par ses traces, et par conséquent ses pro- 
jections restent elles-mêmes indéterminées. 

Deuxième remarque. Lorsque les traces de la droite don- 
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née coïncident, après le rabattement du plan vertical de pro- 
jection sur le plan horizontal, cette droite est située dans un 
plan perpendiculaire à la ligne de terre, et forme des angles 
de 45° avec les plans de projection. En effet, le plan vertical 
étant relevé, les perpendiculaires abaissées des deux traces de 
la droite sur la ligne de terre tomberont au môme point et 
jeront égales entre elles. La ligne de l’éspace qui unit ces 
deux traces est donc située dans un plan perpendiculaire à la 
ligne de terre, et forme des angles de 45° avec les plans de 
projection. — On reconnaîtra facilement que la réciproque de 
cette proposition est vraie, lorsque la droite qui unit les deux 
traces est située dans l'un des deux angles dièdres postérieur- 
supérieur, antérieur-inféricur. 

• « • i , . . * 4 

• ' * * ‘ . t . , , 

’ • \ . » " . t 

PROBLÈME 111. 

, . • 1 ... 4 

31 . Déterminer les projections d’une droite située dans un 
plan donné par ses traces. 

Soient m'a, ma { fig . 25), les traces du plan donné. 

Prenons un point V sur la trage verticale un', et uu point 
H sur la trace horizontale a m; la droite de l’espace VH est 
dans le plan donné, et a pour traces les points V, II ; les pru- 
* jections de cette droite sont donc VA', oïl (n° 30). 

Pour obtenir les projections d’une droite horizontale située 
dans le plan donné, prenons un point V' sur la trace verti- 
cale ; abaissons de ce point une perpendiculaire W à la ligne 
de terre, et par les points V', v' menons des droites V'a', va 
respectivement parallèles à la ligne de terre et à la trace ho- 
rizontale du plan donné. La droite (" V'a', v'a) est horizontale 
et située dans le plan donné, comme étant parallèle à la trace 
horizontale du plan, et menée par un point V' de ce plan. 

Remarque. Pour avoir lès projections d’un point situé dans 
u plan donné par ses traces, il suffit de prendre les projec- 
tions d’un point appartenant à une droite de ce plan. 
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PROBLEME IV. 

• h-t ..... .■ 

. • « ■ . •„ . , . r 

, • • • ' < , ' • • » >. ■ * ,« . , * 4 

39. Connaissant les. projections d'une droite , trouver les 
traces de l’un des plans qui passent par cette droite. 

Soiont cd, c’d’ ( fig . 2î>), les projections de la droite donnée; 
V, H, les traces de cette droite. 

Prenons un point quelconque « sur la ligne de terre : les 
droites aV, aH, représentent les traces du plan demandé. 

En menant par les points V, H, des parallèles à la ligne do 
terre, on aura encore les traces de l’un des plans contenant 
la droite. 

Si la droite donnée (ab, a’b’) ( fig . 23) est horizontale, nous 
joindrons sa trace verticale, Y', à un point quelconque, «, de 
la ligne de terre, et par ce point nous mènerons une parallèle 
à la projection horizontale de la droite donnée. Les droites 
ainsi déterminées représenteront les traces d’un plan passant 
par la droite ( ab , a’ b'). 

Enfin, si les projections de la droite donnée [ab, a'b') (fig. 26) 
sont parallèles à la ligne de terre : par un point quelconque 
(c, c') de cette droite on mènera une droite (Ht), W) qui ren- 
contre les plans de projection en des points V, H, et par ces 
traces on conduira des parallèles mW, mn, à la ligne de 
terre;. ces droites seront les traces du plan demandé. 


PROBLEME V. 

• * . ' J ", * * i j,‘ ‘ l 

33. Connaissant les deux projections a, a' (fig. 27), iFun 
point A situé dans un plan donne main, trouver* le rabattement 
de ce point A sur l’un des plans de projection. 

Pour trouver le rabattement du point A sur le plan hori- 
zontal, abaissons de la projection horizontale de ce point une 
perpendiculaire aP sur la trace horizontale «m du plan; la 
droite AP de l’espace sera perpendiculaire à «m, d’après un 
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théorème counu. Cela posé, lorsque le plan m'am est rabattu 
sur le plan horizontal, le point A vient se placer sur le pro- 
loügemcut de la droite aP à une distance de P égale à AP. Or. 
cette droite AP est l’hypoténuse d’un triangle rectangle AaP. 
dont les côtés de l’angle droit sont al’, et Aa qui est égale à 
la distance a o de la projection verticale a' à la ligne de terre. 
On aura donc cette hypoténuse en élevant sur la droite aP. 
au point a. une perpendiculaire aA' égale à oa\ et en traçant 
la droite A'P, 

Il ne reste qu’à prendre, à partir du point P, une distance 
P Ai égale à PA'; le point Aidera le rabattement du point A 
sur le plan horizontal. 

Par une construction analogue, on trouverait le rabatte- 
ment du point A sur le plan vertical. 

31. On peut encore obtenir le rabattement du point A sur 
le plan horizontal, par la construction suivante. 

Menons a'V {fig. 28} parallèle à la ligne de terre, et av pa- 
rallèle à 3T» trace horizontale du plan ; a'V et av sont les pro- 
jections d’une droite horizontale située dans le plan donné et 
passant par le pointai; cette droite aura pour trace verticale 
le point V, dont la projection horizontale est v. 

Pour obtenir le rabattement de la trace verticale a m' du 
plan, menons du point v une perpendiculaire vf à <*m, et dé- 
crivons sur le plan horizontal un arc de cercle, du point % 
comme centre avec aV pour rayon; cet arc coupera néces- 
sairement le prolongement de la droite vf en un point Y„ qui 
est le rabattement du point V. Par conséquent, la droite 
aY h sera le rabattement de la trace verticale du plan. Gela 
posé : si l’on mène par le point V h une parallèle V h A h à am, 
on aura le rabattement de la droite (Va', va), et le point A h in- 
tersection de la droite aP perpendiculaire à a tri avec V h A,, sera 
le rabattement du point A. 

35 . Réciproquement, le point A,, (fig. 20) étant, sur le plan 
horizontal de projection, le rabattement d'un point A du plan 
imm' donné par ses traces, trouver les projections de ce point, 
lorsque le plan est relevé. 
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Solution. Du point A h abaissons sur «m la perpendiculaire 
A h P. Dans le mouvement de rotation du plan mW autour de 
am, la droite PA h restant constamment perpendiculaire à am, 
est toüjours située dans un plan perpendiculaire à am au 
point P. La trace horizontale de ce plan est A h o, et sa trace 
verticale est «V, perpendiculaire à la ligne de terre. Lorsque 
le plan mW est relevé, le point A h se trouvant à la fois dans 
les plans mW, PuV appartient à la droite PV, intersection de 
ces deux plans, et il est à une distance du point P égale à PA b . 

Gela posé, construisons sur le plan horizontal un triangle 
rectangle PoV h égal au triangle de l’espace PuV, en menant 
au point v sur uP une perpendiculaire t>V u égale à uV et en 
traçant PV h . Prenons maintenant sur PV h une distance PA' h 
égale à PA h , et abaissons A' h a perpendiculaire à Pu. 11 est fa- 
cile de reconnaître que le point a représente la projection ho- 
rizontale du point A h relevé. Si. du point a nous abaissons 
sur la ligne de terre une perpendiculaire ad , et que nous la 
prolongions jusqu’à ce qu’elle rencontre, en a', la projection, 
verticale Vp' de l’intersection des deux plans mW, VuP, ce 
point a' sera la projection verticale du point A t relevé. 

Une construction analogue servirait à déterminer les pro- 
jections du point A, si l’on donnait son rabattement sur le 
plan vertical de projection. 

• ' * 

JM». Connaissant le rabattement A,„ sur le plan horizontal, 
d’un point A du plan m'am (fig. 28), on peut encore, par le 
moyen suivant, trouver les projections de ce point. 

Nous déterminerons d’abord le rabattement xm\ de la trace 
verticale du plan ; nous tracerons ensuite une droite A u V h pa- 
rallèle à am : en prenant sur am! la distance aV égale à «V h , le 
point V sera la trace verticale de la droite A h V h relevée. 

La droite A b Y b étant parallèle à la trace horizontale am, 
aura pour projection verticale la droite Va' parallèle à la ligne 
de terre; d’ailleurs sa projection horizontale doit passer par 
le point v, projection horizontale de V, et doit être ,de plus 
parallèle à am. On aura donc cette projection horizontale en 
menant va parallèle à am. Enfin, la projection horizontale du 
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point A h relevé, devant être située sur la droite A,, P per- 
pendiculaire à <xm, se trouvera à l’intersection a des droites 
va, A h P. 

Pour avoir maintenant la projection verticale du point A h 
relevé, il suffit d’abaisser tlu point a une perpendiculaire sur 
la ligne de terre, et de la prolonger jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre en un point a' la droite \a', projection verticale de la 
droite A h V h relevée. 

PROBLÈME VI. 

37. Connaissant les deux projections \ H, Vlx' (fig. 30) d’une 
droite située dans un plan m'aro, trouver le rabattement de 
cette droite sur le plan horizontal. 

D’apcès ce que nous venons de voir, on pourrait déterminer 
les rabattements de deux points quelconques de la droite, ot 
en unissant ces deux points on aurait le rabattement de la 
-droite de l’espace. 

Mais, on simplifiera la construction par le moyen suivant : 

Lorsque le plan m'awi est rabattu sur le plan horizontal, la 
trace verticale V de la droite vient se placer sur la droite uP, 
perpendiculaire à «m, et à une distance du point a, égale à aV. 
Par conséquent, si l’on décrit sur le plan horizontal un arc 
de cercle ayant pour centre « et pour rayon aV, le point V,,, 
intersection de cet arc, avec la perpendiculaire rP, sera le 
rabattement du point V; et en joignant le point V,, au point 
H, qui est demeuré fixe dans le mouvement de rotation du 
plan autour de sa trace horizontale, la droite V h H sera le ra- 
battement cherché. 

On trouverait par une construction analogue le rabattement 
de la droite sur le plan vertical. 

3S. Réciproquement, la droite A,,B h [fig. 30) étant le rabat- 
tement horizontal d’une droite AB, située dans le plan m'am 
donné par ses deux traces, déterminer les projections de celte 
droite lorsque le plan est relevé. 

On pourrait, en prenant deux points quelconques sur la 
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* ' * 

droite A h B h , trouver leurs projections, et par suite on aurait 
les projections de la droite donnée; mais, lorsque A h B h ren- 
contre la trace horizontale a m en un point H, ce point repré- 
sente la trace horizontale de la droite relevée : 11 suffit alors 
de déterminer, par un des moyens indiqués aux n°’ 35, 36, 
les projections d’un second point de la droite relevée. 

Si la droite A h B h était parallèle à a m, cette droite relevée 
aurait pour projection verticale une droite parallèle à la ligne 
de terre, et sa projection horizontale serait parallèle à a m ; il 
suffirait donc de trouver les projections d’un seul point de la 
droite pour avoir les projections de la droite elle-même. 

► 

. #■ / ' 

♦ 

PROBLÈME VII. 

îiî>. Par un point donné (a, a ) (fig. 31), mener une paral- 
lèle à une droite dont les projections bc, b’c’, sont données. 

Les projections de la droite demandée devant être parallèles 
à celles de BG et passer par les projections du point A, il suffit 
de mener par les points a, a' des droites ae , a' e’, respective- 
ment parallèles aux droites 6c, 6’c’, pour avoir les projections 
demandées. 

• ... * ' 

40 . Cas particulier. 

Supposons que la droite donnée soit située dans un plan 
perpendiculaire à la ligne de terre, et qu’elle soit déterminée „ 
par deux de ses points (6, 6'), (e, c'), ( fig . 32). 

Par le point donné (a, a') conduisons un plan t'6l, perpendi- 
culaire à la ligne de terre; et des points 6, 6'; c, c', abaissons 
sur la droite Ï6t les perpendiculaires 6e, 6'e', cd, cd’. La 
droite qui joint dans l’espace le point (e, e') à {d, d') sera pa- 
rallèle à BC. La question est donc ramenée à faire passer par 
le point A une parallèle à DE. Pour cela, rabattons sur le 
plan horizontal le plan t'St. Les points A, D, E, se rabattront 
suivant A b , D h , E,, ; la parallèle menée de A à D E coïncidera 
avec la droite A h H, parallèle à D h E h . Lorsque le plan est re- 
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levé, la droite A h H a pour traces V, H ; ces points sont par 
conséquent les traces de la droite cherchée. 


PROBLÈME VIII. 

* . 

41 . On donne les projections ab, a' b' et cd, c'd' (fig. 33), 
de deux droites AB, C U, situées dans l’espace : reconnaître 
si ces droites se coupent, et, dans ce cas, déterminer les projec- 
tions de leur point d'intersection. 

Pour que les deux droites se coupent, il faut que les pro- 
jections de même nom, ab, cd, et a’ b’, c' d' , se rencontrent en 
des points o, o', situés sur une perpendiculaire à la ligne de 
terre xy. Ces conditions sont suffisantes lorsque aucune des 
deux droites n’est située dans un plan perpendiculaire à la 
ligne de terre (n° 22). 

43 . Cas particulier. 

La première droite (ab), (a'b') {fig. 34) est située dans un 
plan Vêt, perpendiculaire à la ligne de terre, et déterminée 
par les projections a, a'; b, b', de deux de ses points. La 
seconde a pour projections les droites cd, c'd', inclinées à la 
ligne de terre. 

Prolongeons les droites cd, c'd', jusqu’à ce qu’elles rencon- 1 
trent en des points o, o', les projections ab, a' b'. Le point O, 
qui a pour projections o, o’est évidemment situé sur la droite 
CD : il s’agit de reconnaître s’il appartient à la droite A B. 

Peur cela, rabattons le plan t’êt sur le plan horizontal. Les 
points A, B, O, viendront se placer en A h , B h , O b . Pour que 
les deux droites AB, CD, se coupent, il faut, et il suffit que 
les trois points A b , B h , 0,„ soient en ligne droite. En admet- 
tant que cette condition soit remplie, les points o, o', représen- 
teront les projections du point commun aux droites données. 
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§ Il 

. * • . ' *s • . / 

Problèmes sur le plan et la droite. 

- PROBLÈME I. 

43 . Connaissant les traces de deux plans, détermina- les 
projections de leur intersection. 

Soient m'am, p'êp (fig. 3»), les deux plans donnés : le point 
V, intersection de leurs traces verticales, est commun à ces 
deux plans; ce point appartient donc à leur intersection, et 
comme il est situé sur le plan vertical, il est lui-même la trace 
verticale de l'intersection de ces deux plans. 

De même, le point H, intersection des traces horizontales 
des deux plans, est la trace horizontale de leur intersection ; 
le problème est alors ramené à construire les projections d’une 
droite, dont on connaît les traces (n° 30). 

Les droites Hu, A'V, représentent donc les projections de 
l’intersection des deux plans donnés. 

Remarque. Il peut arriver que les traces de même nom des 
plans donnés ne se rencontrent pas sur la feuille de dessin, 
ou détermine alors les projections de leur intersection de la 
manière suivante : 

Soient m'am, p'&p (fig. 36), les deux plans donnés; il est 
toujours possible de trouver sur la ligne de terre un point a' 
assez rapproché du' point 6, pour que les droites a'q', a'q, me- 
nées par ce point parallèlement aux traces du plan m'am, 
rencontrent les traces du plan p’&p sur la feuille de dessin. 

Considérant a'q', a'q , comme les traces d’un plan parallèle 
au plan m'am , la droite VH, intersection des plans q'a'q, p'&p, 
sera parallèle à l’intersection des deux plans donnés; et, par 
conséquent, les projections VA', t>H, de VH, seront parallèles 
aux projections de l’intersection dès deux plans donnés. 

Cela posé, nommons V', le point d’intersection des traces 
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verticales a m', 6p', et concevons que de ce point on ait 
abaissé Y'v’ perpendiculaire à la ligne de térre : en menant 
par le point v' une parallèle à »H, nous aurions la projection 
horizontale de l’intersection des deux plans donnés : il faut 
donc déterminer le point t>'. Or, nous savons que dans deux 
triangles semblables, a' Y6, aV'ë, les hauteurs homologues Vu, 
W, partagent les bases homologues jx'6, «6, en parties pro- 
portionnelles. Donc, on aura v en partageant <z6 en deux seg- 
ments dont le rapport soit égal à celui de a'v à Cv. 

Une construction analogue déterminera la projection Ver- 
ticale de l’intersection des plans donnés. 

44. Examinons maintenant quelques cas particuliers du 
problème précédent. , 

1°. Les traces horizontales des deux plans donnés sont pa- 
rallèles entre elles,- les traces verticales se coupent en un 
point Y (fig. 37). 

L’intersection des deux plans est une droite parallèle atix 
.traces horizontales, et passe par le point V : sa projection ver- 
ticale est donc Va’ parallèle à la ligne de terre, et sa projection 
horizontale va est parallèle aux traces horizontales am, 6p, 
des deux plans donnés. 

On obtiendrait d’une manière semblable les projections de 
l’intersection des deux plans, si les traces horizontales se cou- 
pant, les traces verticales étaient parallèles. 

45. 2°. Les deux traces de chacun des plans donnés sont en 
ligne droite, après le rabattement du plan vertical de projection 
sur le plan horizontal. 

La trace verticale Y (fig. 38) de l’intersection, coïncidant 
avec sa trace horizontale H, l’intersection est située dans un 
plan perpendiculaire à la ligne de terre (2 e R. N° 30) , et par 
conséquent ses projections Hu, Y/t', sont perpendiculaires à la 
ligne de terre au même point. 

4G. 3°. Les traces des deux plans donnés coupent la ligne 
de terre au même point. 
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Soient m'am, p'ap {pg. 39), les traces des deux plans donnés ; 
l’intersection de ces deux plans passe évidemment par le 
point a, et la question est ramenée à déterminer les projec- 
tions d’un second point de cette intersection. A cet effet, me- 
nons un plan quelconque r'Gr qui coupe les deux plans donnés 
suivant des droites qui joindraient dans l’espace le point V au 
point H, et Ÿ à II'. Ces deux droites, situées dans un môme 
plan r'Gr, se coupent ou sont parallèles; si elles se coupent, 
leur point de rencontre appartient évidemment à l’intersec- 
tion des deux plans donnés; si elles sont parallèles, l’inter- 
section des deux plafis donnés est parallèle à ces droites, et 
passe par le point a de la ligne de terre. 

Dans le premier cas, les projections horizontales «'II, u"H’, 
des droites VH, V'H', se coupent en un point o; de même les 
projections verticales se rencontrent en un point o', et la droite 
qui unit ces deux points est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Le point (o,o') étant un point de l’intersection des deux 
plans, on aura les projections de cette intersection en menant 
les deux droites, ao, ao'. 

Lorsque les deux droites VH, V' H' sont parallèles, il en est 
de même de leurs projections, et dans ce cas on obtient les 
projections de l’intersection des deux plans donnés, en menant, 
par le point a des parallèles aux projections de ces droites. 

■ < Va •• •<„ VV".. rffiük • 

17 . Dans la solution precedente, on a suppose implicite- 
ment que le plan r’Gr était oblique sur la ligne de terre ; on 
prend ordinairement le plan auxiliaire perpendiculaire à la 
ligne de terre, comme l’indique la fig. 40. 

Pour trouver les projections du point d’intersection des 
droites VH, V’H', concevons que le plan r'Gr tourne autour de 
sa tracé horizontale 6r, pour se rabattre sur le plan horizontal 
de projection. Dans ce mouvement les points V, V' décrivent 
sur le plan vertical des arcs de cercle qui auront le point G 
pour centre, et pour rayons les droites 6V, SV' ; de sorte que 
ces points viendront se placer sur la ligne de terre en des 
points V h , V' h , à des distances de 6, égales à SV, SV'. D’ailleurs, 
les points H, H', sont restés fixes : donc les droites HV, H'V', se 
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rabattent suivant les droites IIV h , irV'„; et le point de ren- 
contre do VH, V II' vient se placer au point O h , intersection de 
HV„, H V' h . 

Cela posé, si l’on ramène le plan r'Gr à sa première position, 
la droite O h o perpendiculaire à €r reste constamment per- 
pendiculaire à cette ligne, et le point O h décrit dans un plan 
parallèle au plan vertical, et au-dessus du plan horizontal, 
un arc de cerdc dont le centre est le point o et qui a pour 
rayon O h o. Lorsque le plan est relevé, le point O b coïncide 
avec le point O, intersection des deux droites VH, V'H'; alors 
la droite Oo se trouvant dans un plan vertical r'Gr, et de 
plus étant perpendiculaire à la trace horizontale Gr de ce plan, 
est elle-même verticale ; et, par conséquent, le point o est la 
projection horizontale du point O. Pour obtenir la projection 
verticale de ce point O, il suffit de prendre sur G r’, à partir du 
point G et au-dessus de la ligne de terre, une distance Go' égale 
à O„o. 

Les projections o,o' du point O étant ainsi obtenues, on 
aura les projections de l’intersection des deux plans, en me- 
nant les deux droites oto, ao'. 

Si les deux droites HV b , H'V' h étaient parallèles, il en serait 
de même des deux droites de l’espace HV, H'V', et alors l’in- 
tersection des deux plans serait une parallèle à ces droites, 
menée par le point a : on obtiendra donc ses projections en 
traçant par le point a une perpendiculaire à la ligne de terre. 

- 18 . 4 °. Les deux traces de chacun des plans donnés sont 
en ligne droite, e\ coupent la ligne de terre au même point. 

Soient m'«m, p'*p {pg. 41) les deux plans donnés; leur in- 
tersection est perpendiculaire à la ligne de terre, et forme 
des angles de 45° avec les deux plans de projection, car elle est 
parallèle à une droite quê l’on déterminerait en coupant l’un 
des plans donnés p’ap par un plan parallèle à ra'am; et l’on 
sait (n° 30 2 m * R.) que cette droite est dans un plan perpen- 
diculaire à la ligne de terre et qu’elle forme des angles de 48" 
avec les deux plans de projection. Nous en concluons donc 
que les projections de l’intersection des deux plans donnés 
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sont représentées par une perpendiculaire add' à la ligne de 
terre. 

49 . 5°. Les traces de noms différents sont en ligne droite. 

C’est-à-dire que la trace horizontale « p [fig. 42) de l’un des 
deux plans, et la trace verticale a m' de l’autre plan, ne for- 
ment qu’une seule droite, et qu’il en est de même des traces 
a p', «m. 

Pour déterminer les projections de l’intersection de ces 
deux plans, menons par un point quelconque, 6, de. la ligne 
de terre un plan r'Zr parallèle à p'ap ; il coupera le plan m'un 
suivant une droite de l’espace VH parallèle à l’intersection de 

p'ap, m'affl. 

Les projections VA', Ho de VH sont parallèles entre elles. 

En cfïct, le quadrilatère aY€H étant un parallélogramme, les 
triangles aYê, aH6 sont égaux, et par conséquent leurs hau- 
teurs homologues Vu, \\h' sont égales. II en résulte que les 
droites VA', Ho sont égales et parallèles : on aura donc les 
projections de l’intersection des deux plans donnés, en me- 
nant par le point a une parallèle d'ad aux deux droites VA', 

Ho, qui sont elles-mêmes parallèles. 

Remarque. Le quadrilatère aVSII sera un losange lorsque 
la ligne de terre divisera én deux parties égales l’angle m'«m. 

Alors la ligne VII est, dans un plan perpendiculaire à la ligne 
de terre, l’hypoténuse d’un triangle rectangle isocèle : elle 
forme donc avec les plans de projection des angles de 45°. Dans 
ce cas, pour avoir les projections de l’intersection des deux 
plans donnés, il suffira de tracer par le point aune droite per- 
pendiculaire à la ligne de terre. . 

• • 

50 . 6°. Les traces de chacun des deux plans sont parallèles 
à la ligne de terré. 

Soient m’p', mp (fig. 43) les traces de l’un de ces plans, et 
q'r ' , qr, les traces de l’autre. 

L’intersection de ces plans devant être parallèle à la ligne 
de terre, il suffira, pour déterminer ses projections* de trouver 
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les projections d’un point quelconque de cette droite. Le mode 
de solution consiste à tracer un plan, non parallèle à la ligne 
de terre ; il coupe les deux plans donnés suivant deux droites 
qui se rencontreront si les deux plans donnés ne sont pas pa- 
rallèles; le point commun à ces deux droites appartiendra à 
l’intersection dont on cherche les «projections; et en condui- 
sant par les projections de ce point des parallèles à la ligne 
de terre, on aura les projections demandées. 

Nous prendrons pour plan auxiliaire le plan t'Ct perpendi- 
culaire à la ligne de terre. 

Ce plan coupe les deux plans donnés suivant les droites de 
l’espace VII, Y'II'. Pour trouver les projections du point com- 
mun à ces deux droites, supposons que l’on rabatte le plan 
l'Zl sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour de sa 
trace horizontale. Les points V, V' viendront se placer sur la 
ligne de terre et coïncider avec les points V,„ Y' h , dont les dis- 
tances au point 6 sont respectivement égales aux droites 6V, 
6Y'. Les droites HV h , Il'Y' b , seront les rabattements de IIV, 
H'Y'. Le point O h , commun à IIV h , H'Y',„ représentera le ra- 
battement du point d’intersection O des deux droites HV, If' Y'. 
Le point o, pied de la perpendiculaire O h o à la ligne 6/, sera 
la projection horizontale du point O. En prenant sur la droite 
Zl' une distance €o' égalé à O,,o, le $oint o' sera la projection 
verticale de O. Il ne restera plus qu’à mener par les points 
o, o' des parallèles « 6 , a' b' à la ligne de terre pour avoir les 
projections demandées. 


V y 

Remarque. Lorsque les distances d’un point de la ligne de 
terre aux*deux traces de l’un des âeux plans donnés sont pro- 
portionnelles aux distances dù mémo point aux deux traces 
du second plan, les deux plans donnés sont parallèles, comme 
il est facile de le reconnaître. 


51 . 7°. Les traces de noms différents coïncident, et sont 
parallèles à la ligne de terre. 

C'est-à-dire que la traoe verticale m'p' (fig. Il) de l’un des 
plans coïncide avec la trace horizontale qr de l’autre plan, et 
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que, de môme, la trace horizontale mp du premier plan coïn- 
cide avec la trace verticale q'r' du second. 

Menons encore un plan t'£t perpendiculaire à la ligne de 
terre, il coupera le plan [m'p', mp) suivant une droite qui aura 
pour trace verticale le point V, et dont la trace horizontale 
sera H. 

Le plan auxiliaire l'6t coupera le plan [q'r', qr ) suivant une 
droite qui aura pour trace verticale le point V', qui coïncide 
avec II; et pour trace horizontale le point H', qui coïncide 
avec V. Si on rabat le plan l'Ct sur le plan horizontal, eh le 
faisant tourner dans le sens VK, le point Y décrirasur le plan 
vertical l’arc de cercle VKV h , situé au-dessus de la ligne de 
terre, et viendra se placer sur cette ligne, en un point V h dis- 
tant de 6 d’une longueur égale à 6V. Le point V' décrira sur le 
plan vertical l’arc de cercle V'K'V' U situé nu-dessous de la 
ligne de terre, et viendra se placer sur cette ligne, en un point 
Y',„ à une distance de 6, égale à6V'. En unissant les points H, 

V,, et les points H', V' h , nous aurons les rabattements des 
droites suivant lesquelles le plan auxiliaire t'6t coupe les plans , 
donnés. 

Le point O b , intersection des droites HV h , H'V’ b , repré- 
sente le rabattement, du point O commun aux deux droites 
HV, H'V'. Le point o, pied de la perpendiculaire 0,,o à la 
droite €t, sera la projection horizontale du point O. En pre- 
nant sur la droite 6t une distance 6o' égale à O h o, le point o' 
sera la projection verticale de O. Les parallèles ab , a' b' me- 
nées par les points o,o' à la ligne de terre seront les projec- 
tions de l’intersection des deux plans donnés. Il est à observer 
que ces deux parallèles coïncident. 

4 ** 

5!î. 8°. L’un des plans donnés coupe la ligne de terre; 
l’autre passe par la ligne de terre et un point donné. 

Désignons par um, a m' [fig. 45) les traces du plan qui coupe 
la ligue de terre; nommons o,o’ les projections d’un point O 
situé dans l’autre plan donné. Le plan auxiliaire t'€t perpen- 
diculaire à la ligne de terre, et passant par le point O, coupe 
les deux premiers plans suivant les droites VH, 60. En rabat- 
Ger. et Cass. . - 3 
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tant l'St sur le plan horizontal, le point V se placera en V,; 
sur la ligne de terre à une distance de '6 égale à 6V ; le point O 
viendra se placer à l’extrémité 0„ de la perpendiculaire oO h à 
la ligne U, égale à 60'; de sorte que les droites YH, 60 se ra- 
battront suivant HV U , €O h . Le point A,„ intersection de 
HV h , 60 h , sera le rabattement d’un point A de l’espace, inter- 
section des droites HV, 60. Le pied a de la perpendiculaire 
A h a sur la ligne 6f sera la projection horizontale du point 
A h relevé ; en prenant sur W une distance €a' égale à A, a, le 
pointa' sera la projection verticale de A. Par conséquent, les 
droites a a, a a' seront les projections de l’intersection des deux 
plans. 

53. 9°. L'un des deux plans est parallèle à la ligne de terre , 
F autre passe par la ligne de terre et un point donné. 

Les droites m'p', mp ( fig . 46) sont les traces du plan paral- 
lèle à la ligne de terre, et o, o', les projections du point donné. 
Le plan auxiliaire FU coupe les plans (m'p', mp), xyO, suivant 
les droites HV, 60. Si l’on rabat le plan FU sur le plan hori- 
zontal, les droites IIV, 60 coïncideront avec HV h , 60 h , et l’in- 
tersection A de HV, 60 tombera au point A h qui appartient 
aux deux droites HV h , 60 h . 

Les points a, a', obtenus par une construction semblable à 
celle qu’on a développée dans le problème précédent, repré- 
senteront les projections du point A de l’espace, et par consé- 
quent, lés droites ab, a'b' parallèles à la ligne de terre, seront 
les projections demandées. 

54. 10°. L'un des deux plans est parallèle au plan horizon- 
tal, l’autre passe par la ligne de terre et un point donné. 

La droite m'p' {fig. 47) parallèle à la ligne de terre, repré- 
sente la trace verticale du plan qui est parallèle au plan hori- 
zontal ; o,o' sont les projections du point donné. 

Les intersections du plan auxiliaire t'6t avec les plans 
donnés se rabattent suivant les droites V h TT h ,60 h ; le point A h , 
commun à ces deux dernières droites, est le rabattement du 
point A, intersection de 60 avec la droite perpendiculaire au 
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iplaa vertical, au point V. D’où l’on conclut que la droite A h a 
parallèle à xy est la projection horizontale de l’intersection 
des deux plans. 

’ Quant à la projection verticale de cette intersection, elle 
coïncide avec la droite m'p', trace verticale du plan hori- 
zontaldonné. V ' • ’ • . ’ 

5&. 11°. L'un des plans a ses traces en ligne droite, l'autre 
passe par la ligne de terre et un point donné. 

Les droites «m' {fig. 48), en prolongement l’une de l’au- 
tre, représentent les traces du premier plan ; o, o’ sont les pro- 
jections du point donné. Le plan auxiliaire «'61 mené par le 
point O perpendiculairement à la ligne de terre, coupe mam’ • 
suivant une droite dont les deux traces coïncident avec le 
point Y, après le rabattement du plan vertical de projection. 

Le même plan «'61 coupe le plan Oxy suivant la droite 60 . 
Quand le plan auxiliaire est rabattu sur le plan horizontal, le ‘ 
point V se place sur la ligne de terre en un point V h , à une 
distance de 6 égale à SV, et le point G vient se placer à l’extré- 
mité O h de la perpendiculaire oO h à la ligne 61, égale à So’. 

Par conséquent, les intersections de «'61 avec les deux plans 
donnés se rabattent suivant des droites HV h ,60„ qui se cou- 
pent au point A,,. Si l’on abaisse de ce point une perpendicu- 
laire A h a sur 61, et que l’on prenne 6o' égale à A h a, on aura 
deux points a, a' qui seront les projections d’un point commun . 
aux deux plans donnés. En menant les deux droites «a, «a’, 
on aura les projections de l’intersection dé ces deux plans. 

5G. 1 2°. L'un des plans passe par la ligne de terre et un 
point donné; les deux traces de l'autre coïncident avec une pa- 
rallèle à la ligne de terre, après le rabattement du plan verti- 
cal de projection. • 

• > • ' . • 

Soient o,o’ {fig. 49) les projections du point donné et mp la 

droite qui représente à la fois les deux traces parallèles à la 
ligne de terre. Le plan auxiliaire «'61 coupe le plan mp suivant 
une droite dont tes deux traces H et Y coïncident avec le point 
d’intersection des lignes mp, 61' ; et il rencontre le second plan 
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donné Oxy, suivant la droite qui unit dans l’espace le point Si 
au point O. D’après cela, on voit facilement que les rabatte- 
ments des intersections du plan auxiliaire avec les deux plans 
donnés sont représentés par les droites IIV h , 60 h , dont le' 
point de rencontre est A h . En abaissant la perpendiculaire 
A h a à et prenant sur 61’ la distance 6a’ égale à A,,a, on aura 

deux points a, a' qui seront les projections d’un point de l’es- 
pace A commun aux deux plans donnés. Par suite, les pro- 
jections de l’intersection de ces plans s’obtiendront en condui- 
sant par a, a' des parallèles ab, a'b' à la ligne de terre. 

57 . 13°. Les deux traces de l'un des plans sont sur une 
droite qui rencontre la ligne de terre; les deux traces de l'autre 
coïncident avec une parallèle à la ligne de terre. 

Supposons toujours que mp {fig. 30) représente les deux 
traces parallèles à la ligne de terre, et nommons r'ur le plan 
qui rencontre cette ligne; les deux traces Y, H de l’intersec- 
tion des deux plans coïncidant avec le point de rencontre des 
droites mp,ar', on sait que cette intersection est dans un plan 
perpendiculaire à la ligne de terre, et qu’elle" forme avec les 
plans de projection des angles de 43°. Les projections que 
l’on cherche sont alors représentées par une droite dfd' per- 
pendiculaire à la ligne de terre, et menée par le point auquel 
les deux droites mp, rar' se rencontrent. 

58 . 14°. Les traces du premier plan sont parallèles à la 

* ’ 

ligne de terre; les traces du second coïncident avec une paral- 
lèle à la ligne de terre. 

Soient r's', rs {fig. 51) les traces du premier plan, et mp la 
droite qui représente les deux traces du second. 

En rabattant le plan auxiliaire t’èt, ses intersections avec 
leS deux plans donnés viendront se placer sur les droites 
11'V',,, HY h qui se coupent au point A,„ et par conséquent les 
projections demandées sont les droites ab. a'b' déterminées 
par une construction entièrement semblable à celle que nous 
avons indiquée dans le numéro 56. 
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59 . 15°. L’un des plans est horizontal, et les traces de l'autre 
coïncident avec une parallèle à la ligne de terre. 

Le plan horizontal donné a pour trace verticale r's' [fig. 52). 
Les traces du second plan coïncident avec mp. La droite V' h d, 
perpendiculaire à la ligne de terre au point V' h , représente le 
rabattement de l’intersection du plan r's' avec le plan t'ët. La 
droite HV h est le rabattement de l’intersection des plans mp, 
t'St. La droite ab parallèle à la ligne de terre, et menée par 
A h point de rencontre de V' h d, HV,„ est la projection horizon- 
tale de l’intersection des plans donnés ; la trace r's' est la pro- 
jection verticale de cette intersection. 

PROBLÈME II. 

©O. Déterminer les projections du point commun à trois 
plans donnés par leurs traces. 

l 

Les plans donnés m'am, p'Gp, n'-y» [fig. 53) se coupent deux 
à deux suivant des droites VH, KF, SR qui doivent passer par 
le point cherché ; par conséquent, la question est ramenée à 
déterminer les projections de l’intersection de deux plans. 

Les projections horizontales t>H, kF, sll des droites VH, KF, 
SR doivent se couper en un même point o qui est la projection 
horizontale d’un point O commun aux trois plans. De même, 
les projections verticales VA', K f, S r' se coupent en un même 
point o', projection verticale de O. Enfin, les points o, o' doivent 
se trouver sur une perpendiculaire à la ligne de terre. 

Remarque. On peut obtenir pour les intersectiqns des plans 
deux à deux, une seule droite; deux, ou trois droites paral- 
lèles.- 

Nous n’insisterons pas sur l’examen des cas particuliers que 
peuvent présenter les positions des trois plans, car nous avons 
fait observer que la question se réduit à déterminer l’inter- 
section de deux plans, et nous nous sommes déjà occupé des 
cas particuliers les- plus importants de ce dernier problème. 
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Ol. Déterminer les projections du point d’intersection d'une 
droite et d’un plan. 

Soient c'd', cd (fig . Si) les projections de la droite, et «a', aa, 
les traces du plan. 

La solution générale consiste à faire passer un plan par la 
droite donnée, à déterminer ensuite l’intersection de ce plan 
auxiliaire avec le plan donné; le point auquel cette inter- 
section est rencontrée par la droite de l’espace est le point 
'•demandé. 

Nous prendrons donc un point quelconque 6 sur la ligne de 
terre, que nous unirons aux traces H, -V de la droite donnée; 
nous aurons ainsi les traces 6b, 6b' d’un plan contenant la 
droite ; l’intersection H'V' des plans b' 6b, a'aa coupe la droite 
(c'd', cd) en un point dont les projections sont o, o'; comme 
vérification, ces deux projections doivent se trouver sur une 
* perpendiculaire à la ligne de terre. 

Remarque. Dans la figure 54, la droite CD coupe le plan 
donné a'aa ; il pourrait arriver que cette droite fût parallèle 
au plan, ou bien qu’elle fût située dans ce plan. La solution 
que nous venons d’indiquer fera toujours connaître quelle est 
la position de la droite par rapport au plan, car si les projec- 
tions de la droite rencontrent celles de l’intersection V'H' des 
plans a'aa, V6b, on en peut conclure que la droite elle-même 
rencontre le plan a'aa; si les projections des droites CD, V'H' 
sont parallèles, la droite de l’espace est parallèle au plan 
a'aa; enfin, si les traces de la droite CD sont çituées sur les 
traces du plan a'aa, la droite elle -même est située dans ce 
plan. 

Nous pouvons simplifier la construction que nous venons 
d’indiquer, en prenant pour plan auxiliaire l’un des de.ux; 
plans projetant la droite. Considérons, par exemple, le plan. 
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qui la projette horizontalement ; la trace horizontale de ce 
plan coïncide avec la projection horizontale cd {/ig. 55) de la 
droite, et sa trace verticale dV est une perpendiculaire à la 
ligne de terre, au point où cd coupe cette ligne. L’intersection 
HV des deux plans a'aa, cdX coupe la droite CD en un point O, 
dont la projection verticale est o'; pour avoir la projection ho- 
rizontale de O, abaissons du point o' une perpendiculaire à la 
ligne de terre, et prolongeons-la jusqu’à ce qu’elle rencontre 
la droite cd en un point o, qui est alors la projection horizon- 
tale cherchée. 

On pourrait également employer le plan qui projette la 
droite verticalement, et cette nouvelle construction servirait 
de vérification à la première. 

. * • 

69. Nous allons examiner quelques cas particuliers de ce 
problème. 

1°. La droite donnée est perpendiculaire à l’un des deux 
plans de projection , au plan horizontal , par exemple. 

La projection horizontale de la droite est alors un point H 
(fig. 56), et sa projection verticale est h'c perpendiculaire à la 
ligne de terre, menée par H. Suivant la droite de l’espace, 
concevons un plan parallèle au plan vertical de projection ;Jla 
trace horizontale de ce plan est HH' parallèle à la ligne de 
terre. L’intersection du plan HH' avec le plan donné aaa', a 
pour projection verticale la droite h"l parallèle à «a' menée 
par le point h" pied de la perpendiculaire H'A" à xy. Le 
point o’, intersection de h'c', h"l , représente la projection 
verticale du point d’intersection de la verticale avec le plan 
donné. 

G3. 2°. La droite donnée est parallèle à la ligne de terre. 

Nommons Cd', cd {fig. 57) les projections de la droite, et a a, f 
*a' les traces du plan. Suivant la droite de l’espace concevons 
encore un plan vertical; la trace horizontale de ce plan estcd. 
L’intersection des plans a'aa, cfcH a pour projection verticale 
la droite h'I parallèle à aa'. Le point o', intersection des droites 
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h'I, c'd', est la projection verticale demandée. Le point o. in- 
tersection de la droite cd et de la perpendiculaire menée de 
o' sur la ligne de terre, est la projection horizontale du point 
auquel la droite coupe le plan. 

! î 

61 . 3°. Le plan est bissecteur de l’angle dièdre antérieur - 
supérieur, la droite est quelconque. 

Le plan donné étant bissecteur de l’angle dièdre antérieur- 
supérieur, ses traces se confondent avec la ligne de terre, et 
le plan lui-même passe par un point O de l’espace dont les 
projections o, o' (Jig. 38) sont à égale distance de la ligne de 
terre; cd, c'd représentent les projections de la droite don- * 
iiée. • ,> • 

Le plan qui projette la droite horizontalement a pour trace 
horizontale cd, et pour trace verticale la droite dV perpendi- 
culaire à xy. Le point d appartient au plan cdV et au plan 
bissecteur; donc, si nous déterminons les projections d’un 
second point commun à ces deux plans, nous aurons leur in- 
tersection ; à cet effet, menons par le point O le plan l'Zt per- 
pendiculaire à la ligne de terre; il coupera les plans xyù, 
cdV suivant deux droites dont les rabattements sur le plan 
horizontal sont 60 h , HA h . Le point A h , intersection de 60,, , 
HA h , est le rabattement d’un point A commun à cdV, xyO. La 
projection verticale de ce point A est a', et par conséquent les 
projections de l’intersection des plans cdV, xyù, sont da', dH. 

Le point p' de rencontre des droites da', c'd' est, par consé- 
quent, la projection verticale du point P, auquel la droite CD 
de l’espace coupe le plan xyO. Ppur avoir la projection hori- 
zontale p de ce point, il suffit d’abaisser de p’ une perpen- 
diculaire à la ligne de terre, et de la prolonger jusqu'à la 
rencontre de cd, projection horizontale de la droite. 

65. 4°. I.c plan est parallèle à l’un des deux plans de pro- 
jection, au plan horizontal, par exemple. La droite donnée est 
quelconque. 

- : - 

Le plan horizontal donné a pour trace verticale une parallèle 
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m’p' ( fig . S9) à la ligne de terre. Les projections de la droite 
sont cd, c’d'. ' . ‘ 

La projection verticale du point cherché doit se trouver à 
la fois sur m'p' et c'd'. Elle est donc au point o' intersection de 
ces deux droites. Abaissant de o' une perpendiculaire à la 
ligne de terre, le point o auquel cette 'perpendiculaire coupe 
cd est la projection horizontale du point cherché. 

* 

60 . 5 “. Le plan a ses traces en ligne droite, et la droite , qui 
est située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre , est 
déterminée par ses traces. 

Les traces du plan donné se confondent avec la droite m’am 
{fig. 60); les traces de la droite donnée sont les points V, H. 

Le plan l'6l, qui projette la droite VH sur les deux plans de 
projection, coupe m'am suivant une droite* dont les traces V', H' 
coïncident. Pour trouver le point auquel cette intersection 
coupe la droite donnée VH, rabattons le plan t'Si sur le plan? 
horizontal; les droites H'V',„ H V h représentent les rabattements 
des deux droites dont on cherche l’intersection; le point O h , 
rencontre de H'V' h HV h sera le rabattement du point cherché, 
et par suite les points o, o' sont les projections de ce point. 

67 . 6°. Le plan passe par la ligne de terre et un point 
donné,- la droite est parallèle au plan horizontal. 

Soient o, o' [fig. 61) les projections du point donné, et cd, 
c'd' les projections de la droite parallèle au plan horizontal. 

Pour trouver l’intersection du plan cd\ qui la projette ho- 
rizontalement avec le plan xÿO, considérons encore le plan 
l'ët mené par 0 perpendiculaire à la ligne de terre ; les rabat- 
tements des intersections de ce dernier plan avec les deux pre- 
miers sont les droites HA h , 60 h concourantes au point A h , 
qui est lui-même le rabattement du point commun aux deux 
intersections dont il s’agit. Or, les projections du point A„ 
relevé étant H, a', si nous joignonsles points d , o' par la droite 
da', le point k' intersection de cette droite avec c'd' sera la 
projection verticale du point cherché ; pour avoir sa projection 
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horizontale il suffira d’abaisser du point k' une perpendicu- 
laire à la ligne de terre et de la prolonger jusqu’à ce qu’elle 
rencontre en un point k, la projection horizontale cd de la 
droite donnée. 

68 . 7°. Les traces du plan coïncident avec une parallèle à 
la ligne de terre ; la droite est verticale. 

Les traces du plan se confondent avec la droite mp (fig. 62) 
parallèle à là ligne de terre ; la projection horizontale de la 
droite est le point H, sa projection verticale est Cf perpendicu- 
laire à xy. Le plan auxiliaire coupe le plan donné (mp, 
m'p ') suivant une droite dont le rabattement sur le plan hori- 
zontal est H'V' l ; d’ailleurs, la verticale donnée est rabattue 
suivant HA t perpendiculaire à Cl. Le point A h , intersection de 
H'V',,, HA h , a pour projections H, a’, lorsqu’il est relevé ; donc 

H, a' sont les projections demandées. 

«• * , , * ' - 

66 . 8°. Les traces du plan coïncident avec une parallèle à 
la ligne de terre, et la droite déterminée par ses traces est dans 
un plan perpendiculaire à la ligne de terre. 

La droite mp {fig. 63), parallèle à la ligne de terre, repré- 
sente encore les tracés du plan donné; les points V, II sont les 
traces de la droite. 

Eu suivant la marche indiquée dans les numéros précédents, 
on reconnaîtra facilement que les points o, a' représentent les 
projections cherchées. 

70 . 9 °. Les traces du plan coupent la ligne de terre, les 
traces de la droite coïncident. • 

Les traces du plan sont au', «a {fig. 64), les traces H, V de 
la droite coïncident. Le plan t'St, qui contient HV, coupe a'ua 
suivant une droite dont le rabattement sur le plan horizontal 
est H'V' h ; d’ailleurs la droite donnée est rabattue suivant HV b , 
d*où l’on conclura que o, p’ sont les projections demandées. 

71 . 10°. Le plan passe par la ligne de terre et un point,- les 
traces de la droite coïncident. 
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Soient o, o' ( fig . 6») les projections du point donné O, et H, V 
les traces de la droite qui se confondent après le rabattement 
du plan vertical. 

Cherchons l’intersection du plan donné xijO pvec le plan t 
t'6t qui projette la droite sur les deux plans de projection. 

Par le point O menons une droite [o'm', om) parallèle à la 
ligne de terre, elle sera située entièrement dans le plan xyO, 
et rencontrera le plan t'6t en un point M qui a pour projec- 
tions m', m. L’intersection des plans xyO, t'Ct est la droite qui 
unit dans l’espace 6, M. Il reste maintenant à trouver le point 
de rencontre des droites 6M, YH. 

Or, les rabattements de 6.M, VH sur le plan horizontal, sont 
les droites 6M h , HV h , qui se coupent en A h ; et les projections 
de ce point A h relevé sont a, a’. 

Donc a, a' représentent les projections demandées. 

’ < , * ' . 

» * • * 1 * . " * , * 

PROBLÈME IV. ’ , 


7*. Connaissant les projections de deux points, trouver les 
projections et la vraie grandeur de la droite qui unit ces deux 
points, 

r « * • 

Les projetions des points donnes, sont a, a'; b, s b' [fig. GG). 

Les droites ab, a'b' représentent évidemment les projections 
de la droite AB de l’espace. 

Pour trouver la longueur de la droite AB, considérons le 
trapèze AB ba ; les deux côtés parallèles Aa, B6 étant perpen- 
diculaires au plan horizontal, sont aussi perpendiculaires à 
ab i de plus Aa égale a'a et Bô égale b'S. 

Donc si nous supposons que le trapèze ABôa tourne autour • 
de la droite ab pour se rabattre sur lé plan horizontal, les 
deux côtés parallèles Aa, B6, demeurant constamment per- 
pendiculaires à la droite ab, viendront coïncider avec les deux 
droites aA h , 6B h , perpendiculaires à ab sur le plan horizontal, 
et respectivement égales aux distances a'a, b'6. Par consé- 
quent, si nous unissons les deux points. A L , B h , nous aurons 
une droite A h B J( égale à la droite AB de l’espace. 
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On trouvera de même une droite A, B» égale à AB, en éle- 
vant sur le plan vertical des perpendiculaires a' A„ i>'B», à a' b’ 
et respectivement égales à aa, b6. 

» On peut encore considérer AB comme l'hypoténuse d’un 
triangle rectangle, dont l'un des côtés de l’angle droit est égal 
a ab, et l’autre égal à la différence ou à la somme des dis- 
tarfces des points A, B, au plan horizontal, suivant que ces 
deux points sont situés d’un même côté du plan horizontal 
ou de différents côtés. 

En effet : supposons d’abord que les deux points A, B soient 
situés au-dessus du plan horizontal, le point B étant le plus 
rapproché de ce plan. Si par le point B nous menons une pa- 
rallèle à ba, cette parallèle coupera oA en un point E situé 
entre les deux points a, A. On forme ainsi un triangle rec- 
tangle BEA, dont l’un des côtés de l’angle droit est BE égal à 
ba, et l’autre EA égal à la différence des verticales A a, B b. 
L’hypoténuse de ce triangle rectangle est AB. 

Si lus fieux points A, B sont placés de côtés différents du 
plan horizontal, la parallèle menée par le point B kab coupera 
le prolongement de A a en un point E; dans ce cas, la droite 
BE est encore égale à ab, mais la droite AE est égale à la 
somme des droites A a, B b, car Ea égale B6. 

D’après ce qui précède, pour déterminer la vraie longueur 
de la droite AB, on mène par le point b' une parallèle à la 
ligne de terre jusqu’à la rencontre de aa 1 au point e; on porte 
ensuita sur la droite eb' une distance ec' égale à ab; la droite 
a'c' sera égale à AB. Car le triangle rectangle a'ec' est égal au 
triangle AEB. 

On reconnaîtra de même que la longueur de la droite de 
l’espace est égale à l’hypoténuse bc du triangle rectangle blc, 
dans lequel un des côtés de l’angle droit le égale la projection 
verticale a'b', et dont l’autre côté bl est la différence des dis- 
tances des points b, a à la ligne de terre. 

Remarque. Le point fl auquel la droite A h B h coupe ab est 
la trace horizontale de la droite AB de l’espace, car si on re- 
lève le trapèze ab B h A h en le faisant tourner autour de ab, la 
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droite A h 13,, passera toujours par le môme point H : ce point 
est donc l’intersection de AB avec le plan horizontal. 

On verrait de même que le point Y, intersection des droites 
A,B,, a' b' représente la trace verticale de la droite AB de 
l’espace. 

' . ' ‘ * ‘5 

• \ . * 

PROBLÈME Y. 

• _> * * . ■».'.</* J 

, . • ' . . . _ , v 

73 . Connaissant les projections d’une droite , trouver sur 
cette droite un point dont la distance à un point donné sur la 
même droite soit égale à une longueur donnée. 

Nommons ab, a'b' ( fig . 67), les projections de la droite, et 
a, a' celles du point donné. 

Si l’on rabat sur le plan horizontal le plan qui projette ho- 
rizontalement la droite, le point A, dont les projections sont 
’a,a\ viendra se placer en un point A h sur la perpendiculaire 
aA h à la droite al>,_à une distance de a égale à a'k. 

On pourrait déterminer de môme le rabattement d’un 
second point de la droite AB, et on aurait le rabattement 
de la droite de l’espace, mais il est plus simple de join- 
dre le point A h à la trace horizontale H de AB. Prenons main- 
tenant à partir de A,, sur la droite HA,, et de chaque côté de 
A h deux distances A h D', A,,G' égales à la longueur donnée; 
les points D',C' représenteront l’un et l’autre le rabattement 
d’un point satisfaisant aux conditions du problème. Les pro- 
jections des points D' et G' relevés sont d, d' et c,c'. On voit 
d’après cela que le problème admet deux solutions, car cha- 
cun Ses points ( d , d'), (c, c') répond à la question proposée. 

PROBLÈME VI. 

7 * 1 . Connaissant la distance de deux points, leurs projections 
horizontales et la projection verticale de l'un d’eux , déterminer 
la projection verticale de l’autre. 
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Supposons que a, b ( fig . 68), soient les projections horizon- 
tales de deux points A, B, dont la distance est connue ; et a' 
la projection verticale de A ; si l’on rabat sur le plan horizon- 
tal le plan A 6a qui projette horizontalement la droite AB, le 
point A viendra tomber en A h sur une perpendiculaire à la 
droite ab au point a et à une distance de ce point égale à 
a’tt. Le point B sera situé sur la perpendiculaire bd à la li- 
gne ab. D’ailleurs, si l’on décrit un arc de cercle du point A h 
comme centre avec un rayon égal à la distance AB qui [est 
connue, le point B devra encore appartenir à cet arc de cercle ; 
on obtiendra donc le rabattement de ce point en prenant les 
intersections B h , B',, de l’arc de cercle, avec la droite bd. Les ’ 
projections verticales b ', 6", de B h , B' h relevés, s’obtiendront 
en prenant, à partir du point 6, sur la perpendiculaire bb" à 
la ligne de terre, des distances €6', G6", respectivement égales 
à 6B b , 6B' L . 

Lorsque la distance donnée est plus grande que la projec-, 
tion horizontale ab, l’arc de cercle décrit sur le plan hori- 
zontal coupe la droite bd en deux points, et le problème ad- 
met deux solutions; si la distance donnée est égale à ab, l’arc 
de cercle est tangent à bd, et le problème n’admet plus qu’une 
seule solution. Enfin, lorsque la distance donnée est moindre 
que ab, le problème est impossible. 

PROBLÈME VII. 

75. Par un point donné mener un plan parallèle à un plan 
donné. « 

Soient a’a, a a (fig. 69), les traces du plan, et o, o' les projec- 
tions du point. Pour résoudre le problème, on détermine 
d’abord les projections d’une droite située dans le plan 
donné, et qui rencontre les plans de projection ; on mène en- 
suite par le point donné une parallèle à cette dfoite, et, après 
avoir déterminé ses traces, on conduit par ces points des pa- 
rallèles aux traces du plan donné ; ces droites sont les traces 
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du plan demandé. Gomme vérification, elles doivent couper 
la ligne de terre au même point, ou lui être parallèles. 

Prenons sur les traces «a', a a des points V, H que nous 
pourrons considérer comme les traces d’une droite ;située 
dans le plan a'ua. Les projections de VH sont «II, h'Y. La 
droite menée par le point O, parallèlement à VH, a pour pro- 
jections les droites cd, c'd', respectivementparallèles, uH, h'Y, 
et pour traces les points V', H'. En menant par ces points des 
parallèles b'6, b6 aux traces a' o, a«, on aura les traces cher- 
chées. Les droites b'6, b6, se coupent en un même point 6 de 
la ligne de terre. 

Si les traces de la parallèle CD étaient situées sur les traces 
a a', o ta du plan donné, le point O appartiendrait lui-même à 
ce plan. - * 

7C. Pour simplifier la construction, au lieu de mener une 
droite quelconque dans le plan donné, on prend pour droite 
située dans ce plan l’une de ses deux traces ; par exemple, la 
trace horizontale oui ( fig . 70). La parallèle menée par le point O 
à cette trace a pour projection verticale la droite c'd 1 parallèle 
à la ligne de terre ; Sa projection horizontale cd est parallèle 
à <xa. i, 

La trace horizontale a a rencontrant le plan vertical, il en 
sera de même de la droite CD ; on mènera par le point V, 
trace verticale de cette droite, une parallèle 6b' à m’. La 
droite 6b' sera la trace verticale du plan cherché; et, comme 
les traces d’un plan coupent la ligne de terre au même point, 
il suffira de mener par le point 6 une parallèle à la droite <xa 
pour avoir la trace horizontale du plan demandé. 

77 . Examen des cas particuliers du problème précédent. 

1°. Le plan donné est parallèle à la ligne de terre. 

Les traces du plan donné étant parallèles à la ligne de 
terre, on ne peut profiter delà simplification indiquée dans le 
numéro précédent; il faut alors recourir à la solution géné- 
rale. Prenons donc les points V, H [fig. 71) sur les traces 
m'p', mp du plan donné. Les projections de la droite VH sont 
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vH, h'Y. Les traces d’une droite menée par le point donné O 
parallèlement à VH sont V',H'. En menant par ces deux points 
les droites r's ', rs parallèles à la ligne de terre, on aura les 
traces du plan demandé. 

78 . 2 °. Le plan donné est parallèle à la ligne de terre, et ses 
traces se confondent. 

En appliquant la solution générale, prenons deux points 
H, V ( fig . 72) sur la droite mp, qui représente les traces du 
plan donné. La droite qui dans l’espace joint le point H au 
point V, a pour projections Hu, Yh'. La parallèle menée à 
cette ligne par le point O coupe les plans de projection en des 
points H', V' situés à égale distance de la ligne de terre, et 
d’un même côté de cette ligne ; les deux traces du plan cher- 
ché se confondent donc avec la droite H'Y'. 

70 . 3°. Le plan donné passe par la ligne de terre et un 
point. 

Le plan donné passe par le point (a, a') ffig. 73). Les projec- 
tions du point donné sont o,o'. 

Menons d’un point quelconque a de la ligne de terre une 
droite au point A. Elle ai#a pour projections aa, aa'. La droite 
menée par 0 parallèlement à aA coupe les plans de projection 
en des points H, Y. Les parallèles rs, r's' menées par ces points 
à la ligne de terre, seront les traces du plan demandé. 

, 80 . 4°. Le plan donné est parallèle à la ligne de terre, et le 
point donné est situé sur celte ligne. 

Les traces du plan donné sont mp,m'p' {fig. 74). 

Le point donné est situé en 0 sur la ligne de terre.. 

Les traces du plan demandé devant coïncider avec la ligne de 
terre, il faut, pour déterminer la position de ce plan trouver les 
projections de l’un des points qui lui appartiennent. Menons 
donc dans le plan donné {mp, m'p') une droite VH qui se pro- 
jette suivant Hu, Yli. Les projections de la parallèle menée à 
VII par le point 0 seront les droites Oc, Oc', respectivement 
parallèles à t>H, h'Y. Prenons un point quelconque {d, cL) sur 
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cette droite, il appartiendra au plan demandé, dont la posi- 
tion se trouve ainsi déterminée. 

. * , . « 4 * ' • . « PI* 

PROBLÈME VIII. v; : 

SI. Faire passer un plan par deux droites qui se coupent. 

i . * 1 * ‘ • * • ' < , . s ' * * * 

On -détermine les traefes horizontales H, H' [fig. 75) des deux 
droites, et leurs traces verticales V, \". . • /' • . 

En menant les droites HH', VY', on obtiendra les traces ai, 
afl' du plan demandé a«a'. 

Les deux droites H1I', YV' doivent couper la ligne dè terre 
au même point, ou bien lui être parallèles, puisqu’elles re- 
présentent les traces d’un plan. 

f ' . « 

89. Cas particuliers. 

’ - , ' * ■ ; ' • 4 * ‘ 

1”. Les deux droites coupent la ligne de terre au même 

P 

point. 

' ' . ’ ’ - t 

Les projections de l’une des droites sont ua, ma' ( fig . *76); les 
projections de l’autre, a b, a b'. Les traces du plan devant passer 
par le point «, il suffira pour les déterminer de trouver un 
second point de chacune d’elles. A cet effet, joignons un point 
(c, c') de la droite (aa, aef) à un point (d, d') de {ab, ab'). 

. Les traces de la droite CD étant représentées par H, V, en 
menant les droites ali, aY, on obtiendra les traces du plan 
demandé. . 

On pourrait encore résoudre la question en menant par un 
point pris sur l’une des deux droites une parallèle à l’autre, 
car les traces du plan cherché doivent passer par les traces de 
cette parallèle. 

**. *• ^ ‘ ' ‘ . . . i 

83. 2°. Les deux droites coupent la ligne de terre au même 

point, et leurs projections de noms différents coïncident. 

■s 

Nommons a a, a a' {fig. 77), les projections horizontale et 
verticale de l’une des droites données ; d’après l’énoncé do la 
G. et C. 4 
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question, la projection horizontale ib de la seconde droite 
sera dirigée suivant et sa projection verticale a b’ coïnci- 
dera avec a a. Les traces du plan cherché devant passer l’une 
et l’autre par le point», il suffit pour déterminer ces deux 
traces de trouver un second point de chacune d’elles. C’est 
à quoi l’on parvient par le moyen suivant. 

Joignons un point quelconque (a, a') de la droite («a, a a') à 
un point ( b , b’) de (a b, cd>'), nous aurons une droite AB con- 
tenue dans le plan demandé; par conséquent, les traces II, V 
de AB appartiendrpnt aux traces du plan. 11 ne reste plus 
qu’à joindre le point a aux points H et V pour avoir résolu la 
\ question proposée; mais il convient de faire observer que les 
traces ail, «V coïncident.' 

En effet, d’après un théorème connu, la droite ao divise 

pn parties égales les parallèles bb', aa' ; cette même droito ao 

partage donc aussi en deux parties égales les droites h' H, v\ 

dh , ^ 

aux points d, f. D’ailleurs, nous avons l’égalité , par 

conséquent ce qui prouve que les trois points a, V, H 

sont en ligne droite. 

SJ. 3°. Les projections clc Finie des droites données sont en 
ligne droite. 

Supposons que les projections Y a', Ho (fig. 78) de la pre- 
mière droite soient en prolongement l’une de l’autre, les pro- 
jections cd, c'd' de la seconde droite devront se rencontrer en 
un même point (b, b’) de a'o, puisque les deux droites de l’es- 
pace se coupent. Les traces du plan demandé devant passer par 
le point (H.V) et par les traces H', V' çle la droite (cd, c'd'), 
nous n’aurons qu’à joindre le point (ÏI.V) aux points H', V', 
et le problème sera résolu. 

* v 

- • t ; . . ' * . • • » 

85. 4°. Les projections de chacune des deux droites sont en 
ligne droite. 

Soient Va', Ha et X'b', II 7) {fig. 79), les projections des deux 
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droites, Le point (c, c') commua aux deux droites étant à 
égale distance des deux plans de projection , appartient au 
plan bissecteur de l’angle dièdre postérieur-supérieur. De plus, 
(H.V) représentant les traces de la première droite, et' (II'. V') 
les traces de la seconde, le plan des deux droites coïncide avec, 
le plan bissecteur dé l'angle dièdre postérieur-supérieur. 


PROBLÈME IX. 

4 ‘ • ' * * . 

Sft. Faire passer un plan par trois points donnés, non en 

ligne droite. - 

v-* 

Les trois points donnés ont pour projections a, a'; b , b'; c, c' 
{fig. 80). Les droites qui unissent deux h deux les points don- 
nés doivent couper les plans de projection en des points situés 
sur les traces du plan cherché; par conséquent, les points 
II, H', H", qui sont les traces horizontales des trois droites 
AB, BG, AC, doivent être en ligne droite. Il en est de même 
des points V, Y', V", traces verticales de AB, BC, AG. De plus, 
les droites HH'II", VY'V" doivent couper la ligne de terre au 
même point, ou lui être parallèles, puisqu’elles représentent 
les traces d’un «même plan. 

Lorsque leâ deux points donnés A, B sont placés sur la 
même verticale, la projection horizontale de AB est un point 
H (fig. 81). Les projections horizontales de AC, BG sont sur 
une droite li'Hc, qui représente la trace horizontale du plan 
demandé. 

« 

Les traces verticales de BG, AC se trouvent sur une perpen- 
diculaire aV'V" à la ligne de terre, au point où cette ligne est 
rencontrée par la droite II'Hc, car les droites aV'V", Hc, sont 
les traces d’un plan vertical. - . 

Enfin, on peut encore supposer qu’aprôs je rabattement du 
plan vertical, les deux projections a, a' (fig. 82) du point A 
coïncident, et qu’il en soit de même des deux projections 
b, b'. Dans cette hypothèse, le point (H.Y) d’intersection de la 
droite (ba, b' a 'j avec la ligne de terre représente, à la fois, les 
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deux traces de la droite AI$. Eu terminant la construction 
comme dans les autres cas, on trouvera que les droites HH'H", 
W'T sont les traces du plan demandé.' 


PROBLÈME X. ' 

87 . Faire passer un plan par deux parallèles. 

En supposant d’abord que ces parallèles coupent lés plans 
de projection, on déterminera leurs traces, et eu faisant pas- 
ser des droites par les traces de même nom, on aura les traces 
du plan demandé. 

88 . Cas particuliers. 

1 °. Les deux droites sont parallèles à la ligne de terre. 

Ou joindra un point de l’une d’elles à un point de l’autre 
par une droite dont on déterminera les traces, et en faisant 
passer par ces points des parallèles à la ligne de terre, on aura 
les traces du plan demandé. 

* 0 < , ‘ * ’ 

80 . 2 °. Les projections de noms différents coïncident et sont 
parallèles à la ligne de terre. 

’ * • t * * .* ' 

Soient ab,a'b' ( fig . 83), les projections horizontale et verti- 
cale de l’une des deux droites ; d’après l’énoncé, la projection 
horizontale cd de la seconde droite coïncidera avec a'b', et sa 
projection verticale c'd ' se confondra avec ab. Cela posé : joi- 
gnons par une droite un point quelconque (a, a') de (a6,a'6 ) 
à un point (c, c') de (cd, c'd'). Cette droite AC coupera les plans 
de projection en des points H,V, également distants de la ligne 
de terre. En effet, le quadrilatère a'cc'a étant un -rectangle, 
l’angle cac' est égal à l’angle a' c’a; il en résulte qûe les an- 
gles Ht’/*', Yh'v sont égaux; alors les triangles rectangles 
llvb\\h'v sont de même égaux entre eux, et par conséquent 
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on a Vt>=HA'."0n voit donc que les deux traces du plan de- 
mandé coïncident avec une droite VH, parallèle à la ligne de 
terre. 

^ * 1 i 

»©. 3°. Les deux droites sont parallèles à la ligne de terre , 

les projections de l'une d’elles se confondent. 

« ' ‘ ♦ ’ 

Désignons par ab,a'b ' (fig.Si), les deux projections qui coïn- 
cident, et par cd , c'd' les projections de la seconde droite. 

En joignant un point (f,f) de (ab, a'b ') à un point (o,o') de 
(cd, c’d') par une droite dont les traces sont H, V, et en menant 
par ces points des parallèles mp,m'p' à la ligne de terre, on 
aura les traces demandées. 


PROBLÈME XI. 

91. Par un point et par une droite donnés faire passer un 
plan. 

La solution générale consiste à mener par le point une pa- 
rallèle à la droite et à faire passer un plan suivant ces deux 
parallèles. . 

On peut encore mener une droite du point donné à un point 
quelconque de la droite donnée, et conduire un plan suivant 
cette droite et la droite donnée. Il convient d’appliquer cette 
dernière solution, lorsque ladroite donnée, étant située dans 
un plan perpendiculaire à la ligne de terre, est déterminée 
par les projections de deux de ses points, car- il suffit alors de 
joindre l’un de ces points au point donné pour avoir une se- 
conde droite du plan cherché. 

* - „ . . " „ . -, - r 

PROBLÈME XII. '' > 

9*. Par une droite donnée mener un plan parallèle à une 
autre droite donnée. 
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Par un point pris sur la droite, qui doit être située dans le 
plan cherché, on mène une parallèle à la seconde droite don- 
née, et le plan de ces deux lignes qui se coupent est le plan 
demandé. 

D’après cela on voit que la question dépend des solutions 
de ces deux problèmes que nous avons déjà discutés : pàr un. 
point donné mener une parallèle à une droite donnée, et faire 

passer un plan par deux droites qui se coupent. 

1 


' PROBLÈME XIII. 

» 

Oïl. Par un point donné mener un plan parallèle à deux 
droites données. 

Du point donné on mène deux droites respectivement pa- 
rallèles aux droites données, et suivant ces deux lignes, qui 
se coupent, on conduit un plan qui est le plan demandé. 

L’observation que nous avons faite dans le numéro précé- 
dent s’applique encore à la question proposée; il devient par 
conséquent inutile de considérer les différentes positions que 
les deys droites données peuvent avoir. 

PROBLÈME XIV. 

. ’ ' f . ' ' v. . , 

O 2 . Par un point donné mener une droite qui rencontre 
deux droites données non situées dans un même plan. 

Première solution. On mènera des plans par le point donné 
et chacune des deux droites. L’intersection de ces deux plans, 
qui contient évidemment le point donné, rencontre en géné- 
ral les deux droites données, et par conséquent satisfait au 
problème proposé. 

* * * •* • 

Seconde solution. On peut encore déterminer l’intersec- 
tion de l’une des deux droites avec le plan qui renferme l’autre 
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droite et le point donné. En joignant ensuite cette intersec- 
tion au point donné, on aura la droite demandée. 

* - « 

DISCUSSION. 

Si l’une des deux droites était parallèle au’ plan mené par 
le point et la seconde droite, le problème serait impossible. 
C’est le seul cas d’impossibilité, car si aucune des deux droites 
n’est parallèle au plan conduit suivant l’autre droite et le 
p point donné, il résulte évidemment de la construction indi- 
quée dans la seconde solution que l’on pourra toujours déter- 
miner une troisième droite qui passe par le point donné et 
qui coupe les deux droites données. 

t 

.y ' , ' » \ > 

PROBLÈME XV. 

05. Mener une droite qui rencontre trois droites AJB, CD, 
EF (fig. 8ü) situées, deux à deux, dans des plans différents. 

Prenons sur l’une des droites données, sur AB par exemple, 
un point quelconque G : la question sera réduite à mener par 
ce point une droite GI1L qui coupe les deux autres droites 
données CD, EF (n° 94). D’après cela même, la question pro- 
posée admet une infinité do solutions. 

PROBLÈME XVI. 

ÎÏC. Par un point donné mener une perpendiculaire à un 
plan donné; déterminer le pied de la perpendiculaire et la dis- 
tance du point au plan. 

Soient o, o' (fig. 86) les projections du 'point, et a a, <itf les 
traces du plan. Les projections de la droite cherchée doivent 
être perpendiculaires aux traces du plan (n° 26); elles sont 
d’ailleurs assujetties à passer par les projections du point 
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donné. On obtiendra donc ces projections en abaissant des 
points o, o' des perpendiculaires ob, o'b' sur les traces a a, a a' 
du plan. 

Le pied de la perpendiculaire est le point auquel la droite 
(ob, o'b') coupe le plan a'oa. Pour déterminer les projections' 
de ce point, employons comme auxiliaire le plan qui projette 
horizontalement la droite (ob, o’b'). La trace horizontale de ce 
r plan projetant est la projection horizontale même, ob. de la 
droite; sa trace verticale s’obtient en élevant une perpendicu- 
laire vY à la ligne de terre au point v, intersection de cette 
ligne avec la trace horizontale ob. Le plan projetant bvY coupe * 
«'a a suivant une droite VH dont la projection verticale Y h 1 ren- 
contre en p' la projection verticale o’b 1 de la droite donnée; le 
point p' sera donc la projection verticale du pied de la perpen- 
diculaire. Quant à la projection horizontale, elle est située au 
point p où la droite ob rencontre la perpendiculaire abaissée 
de p' sur la ligne de terre. 

La distance du point donné (o, o') au plan a'o.a est repré- 
sentée par la droite OP dont les extrémités ont pour projec- 
tions o, o' et p, p'. En faisant ici l’application d’une construc- 
tion déjà expliquée, menons o'f perpendiculaire sur pp', et 
■ prenons ensuite, à partir du point f, sur /o', une longueur fg 
égaie à po, il ne restera plîis qu’à joindre le point g au point 
p' pour avoir la distance cherchée. 

Occupons-nous maintenant de quelques cas particuliers. 

07 . 1 °, Le plan donné est parallèle à la ligne de terre. 

On aura encore les projections de la droite demandée en 
abaissant des projections o, o' (fig. 87) du point que l’on donne, 
les perpendiculaires ob, o'b' sur les traces mr, m'r' du plan 
donné. Les droites ob, o'b' seront perpendiculaires, en un 
même point 6, à la ligne de terre, puisque cette ligne est pa- 
rallèle aux traces tnr, m'r" du plan. 

Pour déterminer le point de rencontre de la droite (ob, o'b') 
et du plan (mr, m'r'), menons par le point donné (o, o'), et 
perpendiculairement à la ligne de terre xy, le plan <'61, qui 
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coupe ( mr , m'r') suivant la droite YH; et concevons que du 
point O on abaisse sur Y1I une perpendiculaire OP. Cette 
droite OP sera perpendiculaire au plan (mr, m'r'), et par con- 
séquent les projections du point P sont les projections qu’il 
faut déterminer. 

A cet effet, rabattons t'&t sur le plan horizontal. La droite 
YH viendra coïncider avec V h H, et le point O de l’espace aura 
pour rabattement O h . D’ailleurs, l’angle OPH ne cessant pas 
d’être droit, dans le mouvement de rotation du plan t’ët au- 
tour de sa trace horizontale <ë, la droite OP coïncidera sur le 
plan horizontal avec la perpendiculaire O h P h menée à HV,, par 
le point O h ; il s’ensuit que l’intersection P h des droites HV h , 
© h P h représente' le rabattement de P. Lorsque le plan i'ët est 
relevé, le point P h a pour projections p, p'; donc p, p' sont les 
projections du pied de la perpendiculaire abaissée du point O 
sur le plan donné. 

Quant à la distance du point (o, o') au plan (mr, m'r'), elle 
est évÿtemment égale à la droite 0,,P b , qui représente la per- 
pendiculiire OP rabattue sur le plan horizontal de projection. 

98. 2°. Le plan donné est parallèle à la ligne de terre et 
ses traces se confondent. 


Les traces du plan (mr, m'r') ( fig . 88) coïncidant avec june 
parallèle à la ligne de terre xy, les projections o'b', ob de la 
perpendiculaire abaissée du point donné (o, o') sur ce plan se- 
ront encore perpendiculaires à la ligne de terre en un même 
point 6. On pourra donc considérer les droites o?, o'ê comme 
les traces du plan auxiliaire dont l’intersection YH avec (mr, 
m'r') se rabat sur le plan horizontal de projection suivant 
V h H. Le point O de l’espace coïncidera avec 0„, et par con- 
séquent le rabattement de la perpendiculaire OP menée cîe O 
à (mr, m'r') sera la droite O h P h qui forme avec HV h un angle 
droit. Donc, les points p, p', projections du point P h relevé, 
sont les projections du pied de la perpendiculaire OP au plan 
donné, et la droite O,,?,, représente exactement la grandeur 
de cette perpendiculaire. 
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09. -3 n . Le plan donné a ses deux traces dirigées suivant 
une droite qui coupe la ligne de terre. 

Les projections de la droite demandée sont les perpendicu- 
laires ob, o'b' (fig. 89) menées des projections o, o' du point 
donné sur la droite m'am, qui représente à la fois les deux 
traces du plan donné. 

Pour déterminer les projections du pied P de la perpendi- 
culaire ( ob , o'b'), employons comme auxiliaire le plan ouV 
projetant cette droite horizontalement. Son intersection VH 
avec le plan donné m'am aura pour projection verticale la 
droite VA' qui rencontre o'b’ au point p' projection verticale 
de P. On aura la projection horizontale p de P en prolongeant 
jusqu’à la rencontre de ob la perpendiculaire abaissée de p' sur 
la ligne de terre. 

Les projections p, p' du pied de la perpendiculaire OP se 
trouvant ainsi déterminées, on obtiendra au moyen d’une 
construction déjà expliquée la vraie grandeur p'f de cette 
droite. 

100. A”. Le plan donné a ses traces en ligne droite, et les 
projections du point donné se confondent. 

Les projections ob, o'b ' (fig. 90) de la perpendiculaire au 
plan m’am menée du point donné (0, o') doivent évidemment 
coïncider. Les projections p, p' du pied de cette perpendicu- 
laire se confondeut eu un point qui se trouve à la fois sur 
o b' et sur la projection verticale VA' de l’intersection du plan 
m'am avec le plan VuH, projetant la droite (ob, o'b') horizon- 
talement. 

La grandeur de la perpendiculaire OP est représentée par 
la droite pf qu’on obtient par la construction ordinaire. 

v, ‘ ’ , , . » 

101. o". Le plan passe par la ligne de terre et par un point 
donné. 

Nommons m, m' (fig. 91) les projections du point M, situé 

dans lé plan donné M xy. Les projections ob, o'b' de la perpen- 

9 « 
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diculaire menée à Uxy du point donné (o, o'), seront per- 
pendiculaires à la ligne de terre, et représenteront les traces 
d’un plan t'C t vertical, qui contient la droite OB de l’espace. 
En déterminant l’intersection de ce dernier plan avec Uxy, on 
obtiendra les projections du pied de la perpendiculaire ( ob , 
o'b'), à Uxy. 

A cet effet, menons du point (m, m'), et parallèlement à la 
ligne de terre xy, une droite (ma, m'a') qui rencontre le plan 
t'<tt af[ point (a, a') ; il est évident que le point (a, a') appar- • 
tient à la fois aux deux plçins xyU, t'6{, dont l’intersection est, 
par conséquent, €A. 

Cela posé, rabattons t'6f* sur le plan horizontal. Les points 
A, O de l’espace viennent se placer en A L , O b ; la droite 6A de 
l’espace vient coïncider avec 6A„, et la perpendiculaire abais- 
sée du point O sur 6A est dirigée suivant la droite O h P h , qui 
coupe 6A* à angle droit. 

Le point P b étant le rabattement du pied de la perpendicu- 
laire abaissée du point O au plan Uxy, les projections p, p' de 
P b relevé seront les projections cherchées. 

La distance du point O au plan donné est évidemment égale 
à la droite O h P,,. 


PROBLÈME XVII. 

A ' • . •»* 

103 . Par un point donné mener un plan perpendiculaire à 
une droite donnée. 

Soient ab, a'b' (ftg. 92) les projections de la droite, et o, o' 
celles du point. Les traces du plan devant être respectivement 
perpendiculaires aux projections de la droite, on pourrait, d’un 
point quelconque de la ligne de terre, abaisser des perpen- 
diculaires sur les projections ab, a'b', et considérer ces droites 
comme les traces d’un plan perpendiculaire à la droite don - 
née; il ne resterait plus qu’à mener par le point (o, o') un 
plan parallèle au plan auxiliaire, pour avoir résolu la ques- 
tion proposée. 

Mais il est plus simple de faire la, construction suivante : 
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Par le point O de l’espace, menons une droite parallèle à la 
trace horizontale du plan demandé ; elle aura pour projection 
horizontale une perpendiculaire of à ab, et sa projection ver- 
ticale sera o'f' parallèle à la ligne de terre, car les projections 
de cette droite sont parallèles à celles de la trace horizontale 
du plan cherché. Le point V est la trace verticale de la droite 
(of, o'f), et les traces du plan demandé sont les droites od', Sd, 
respectivement perpendiculaires à b'a', ba. 

* 03 . Cas 'particulier. 

La droite donnée est située dans un plan perpendiculaire à 
la ligne de terre. 

Nommons (o, o ) (fig. 93) le point donné: Les projections de 
la droite étant perpendiculaires à la ligne de terre, pour la 
déterminer on donne les projections a, o'; b, b' de deux de ses 
points A, B. 

Par le point 0, menons le plan t'Gt, perpendiculaire à la 
ligne de terre. Des points (a, a'), (b, b'), menons des droites 
(am, a'm'), (bp, b'p'), perpendiculaires à ce plan t'ël ; elles le 
rencontreront en des points M, P, dont les projections sont 
m , m'; p, p' . La droite MP est parallèle à la droite donnée AB, 
comme il est facile de le voir. Donc, le plan conduit par O, 
perpendiculairement à MP, sera le plan demandé, car il sera 
perpendiculaire à la droite AB, qui est parallèle à MP. 

Or, le plan perpendiculaire à 'MP, et mené par le point 0, 
coupe le plan t'Çl suivant une droite perpendiculaire à MP. 
En déterminant les traces de cette perpendiculaire, on aura 
un point de chacune des traces du plan cherché. Il ne restera 
plus qu’à mener par ces points des droites parallèles à la 
ligne de terre pour avoir résolu la question. 

Cela posé, rabattons le plan t'St sur le plan horizontal ; les 
points 0, M, P, viennent coïncider avec les points O h , M„, P tl . 
La perpendiculaire abaissée du point 0 de l’espace sur la 
droite MP prend la direction de O h V„H perpendiculaire à 
M h P h . Lorsque le plan t'Zt sera relevé, les points H, V, repré- 
senteront les traces de la perpendiculaire à MP menée par le 
point 0, de sorte que si nous conduisons par H et V des droites 
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rs, r's' parallèles à la ligne de terre, elles seront les traces du 
plan demandé. 

PROBLÈME XYIII. 

l«l. Par u£ point donné, mener une perpendiculaire à 
une droite donnée , déterminer les projections du pied de cette 
perpendiculaire, et trouver la distance du point à la droite. 

Nous nommerons a, a' ( fig . 94) les projections du point, et' 
bc, b'c', les projections de la droite. 

Par le point donné (a, a') on mène un plan t'6l perpendicu- 
laire à la droite {bc, b'c') (n° 102); on détermine ensuite 
les projections p, p' du point d’intersection de ce plan avec la 
droite {bc, b'c') (n° 61), et il ne reste plus qu’à joindre le point 
(p, p') au point donné {a, a'), pour avoir les projections ap, 
afp' de la perpendiculaire cherchée.* '• 

Les projections du pied de cette perpendiculaire sont les 
points p, p'.; la distance de {a, a’) à {bc, b'c’), est représentée 
par la droite p'f, hypoténuse du triangle rectangle p'd'f, dans 
lequel un des côtés de l’angle droit, d'f, est égal à ia projec- 
tion horizontale pa de la perpendiculaire. 

\ . t 

. Remarque. Lorsque le point donné (a, a') est pris sur la 
droite donnée {bc, b'c'), le problème est indéterminé. Pour 

- / 4 - • .j 

obtenir les projections de l’une des droites perpendiculaires 
à {bc, b'c') au point (a, a'), on mènera par (a, a') un plan per- 
pendiculaire à {bc, b'c'), et en joignant le point (a, a') à un 
point quelconque de ce plan, on aura une perpendiculaire 
à la droite donnée. . 

105. Cas particuliers. 

1°. La droite donnée est horizontale. 

La droite étant horizontale, sa projection verticale b'c 
( fig . 95) est parallèle à la ligne de terre, et sa projection hori- 
zontale bc a une direction parallèle à la droite donnée dans 
l’espace. 
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Les projections du point donné sont a, a'. 

Le plan mené par A, et perpendiculaire à BC, est vertical ; 
sa tracé horizontale np, qui passe par le point a, est perpen- 
diculaire à la droite bc, et coupe bc en un point p, qui repré- 
sente la projection horizontale du pied de la perpendiculaire. 
Pour obtenir la projection verticale p’ du p^jnt P, il suffit 
d’abaisser une droite pp’ perpendiculaire à' Joigne de terre 
et de la prolonger jusqu’à ce qu’elle rencontre b'c'. 

Les projections do la perpendiculaire sont donc ap, a'p’, et 
sa longueur est. représentée par la droite a'f, qu’on obtient 
par la construction ordinaire. 

lOG. 2°. La droite donnée est verticale. 

* t < , , 

La projection horizontale do la droite est le point H [fig. 96): 
sa projection verticale est la droite b'c' perpendiculaire à la 
ligne de terre; a, a' représentent toujours les projections du 
point donné. 

La droite donnée étant verticale, le point H est la projection 
horizontale du pied de la perpendiculaire abaissée du point A 
sur cette droite, alors la projection horizontale de la perpen- 
diculaire à la droite donnée est Ha. De plus, la perpendicu- 
laire menée à la droite donnée par le point A étant horizon- 
tale, pour obtenir sa projection verticale il suffit de mener 
par le point a'. une droite a'p', parallèle à la ligne de terre, et 
le point p', intersection de a'p' avec b'c', sera la projection 
verticale du pied de la perpendiculaire. 

Quant à la distance du point A à la droite (H, b'c'), elle est 
évidemment égale à Ha. 

107. 3°. La droite donnée est située dans un plan perpen- 
diculaire à la ligne de terre. * 

La droite donnée est déterminée par deux de ses points 
(b, b') (c,c') (fig. 97); les projections du point donné sont a, a'. 

Menons par la droite donnée» BC un plan t'êt perpendicu- 
laire à la ligne de terre, et abaissons du point, (a, a') une droite 
(ad, a'd') perpendiculaire à ce plan. Si du point (d, d'), auquel 
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{ad. a’d') rencontre t'Gt. on mène une droite perpendiculaire à 
BC, et que l’on détermine l’intersection de cette droite avec 
BC; enjoignant le point d’intersection avec le point donné A, 
on aura la perpendiculaire demandée. On voit, d’après cela, 
que tout se réduit à déterminer le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point D à la droite BG. 

Cela posé, concevons que l’on rabatte le plan l'St sur le plan 
horizontal de projection, les points B, C, D viendront se placer 
en B h . C,„ D,,. La perpendiculaire menée du point D à BG coïn- 
cidera avec D,, P„ perpendiculaire sur B h C,,. Lorsque le plan 
sera relevé, le point P„ aura pour projections p, p', par consé- 
quent les droites apja'p' représenteront les projections de la 
perpendiculaire abaissée du point A sur la droite donnée. La 
longueur de la perpendiculaire est égale à la droite p' f , qu’on 
obtient par une construction connue. 

IOS. 4°. Les projections de la droite donnée sont en ligne 
droite , et les projections du point donné coïncident. 

Les projections de la droite sont représentées par les droites 
cb, b'c' { fig . 98), qui sont en prolongement l’une de l’autre. 
Les projections o, a' du point donné coïncident. 

Menons encore par le point (a, a') un plan perpendiculaire, 
à la droite (6c, b'c') : les traces de ce plan se confondent avec 
la droite t'St perpendiculaire <à cc',*inenée par le point V'. 
L’intersection du plan t'St avec le plan ceV, qui projette hori- 
zontalement la droite donnée, sera YII, dont la projection 
verticale est VA',- l’intersection (p, p 1 ) de VA' avec ce' repré- 
sentera, à la fois, les deux projections du pied de la perpendi- 
culaire abaissée du point A sur la droite donnée. Les projec- 
tions de cette perpendiculaire seront donc représentées par la 
droite [(a, a') (p,p')]. La longueur de cette perpendiculaire est 
d’ailleurs égale à la droite (p, p 1 ) f. 

PROBLÈME XIX. 

w ‘ , \ 

*- t . 

109 . Par une droite donnée conduire un plan j yerpendicu - 

luire à un plan donné. 
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D’un point quelconque pris sur la droite, abaissez une per- 
pendiculaire au plan, et faites passer un plan par cette per- 
pendiculaire et la droite donnée : le problème sera résolu. 

Nous n’insisterons pas sur les cas particuliers, puisque la 
question se ramène à faire passer un plan par deux droites 
qui se coupent ; problème qui a été discuté (p. 49-al). 


PROBLÈME XX. * . 

110. Déterminer les angles qu'une droite forme avec les 
plans de projection. 

< i 

Soient ab , a b' (fig. 99) les projections de la droite, et H, V 
scs traces. L’angle que AB forme avec le plan horizontal est 
VHy; pour déterminer cet angle, prenons sur la ligne de terre, 
à partir du point u, une distance uH v , égale à ali, et joignons 
le point H v , au point Y; l’angle uH,V représentera l’inclinaison 
de la droite de l’espace sur le plan horizontal. 

On verrait de même que l’angje HV b /i' représente l’incli- 
naison de la droite donnée sûr le plan vertical de projec- 
tion, 

Remarque. La somme des deux angles qu’une droite forme 
avec les plans de projection est, en général, moindre qu’un 
angle droit. En effet, la somme des angles VHu, HYü est égale 
à un angle droit; or, d’après un théorème conuu, l’angle H Vu 
est plus grand que l’angle HY h' formé par la droite HY avec 
sa projection verticale; on a donc : YHu-j-HV/t'<1 d . 

Observons toutefois que, si la droite donnée était située 
dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, elle forme- 
rait avec les plans de projection des angles complémentaires 
l’un de l’autre. 

111. Cas particuliers. 

• - ._ « ■ 

1°. Les projections de la droite coupent la ligne de tare au 
même point. 
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Soient a a, a a' (/ty. 100) les projections de la droite donnée. 
Prenons sur cette droite un point quelconque (a, a’), l’angle 
que forme la droite avec le plan horizontal est Aa a. Pour 
l’obtenir, menons aA h perpendiculaire à «a et égale à oa'; joi- 
gnant le point je au point A h , l’angle aaA,, représentera l’in- 
clinaison de la droite de l’espace sur le plan horizontal. 

Au moyen d’une construction semblable, on obtiendra 
l’angle a' aA„, qui sera égal à l’angle que la droite forme avec 
le plan vertical. 

U». 2°. Les projections de la droite donnée sont en ligne 
droite. 

La droite b’ab (fig. 101 ) représente les deux projections de 
la droite donnée. Les projections a, a’ d’un point quelconque 
de cette droite coïncident; par conséquent, la droite forme des 
angles égaux avec les plans de projection. Pour obtenir l’an- 
gle de la droite avec le plan horizontal, menons au point a 
une droite aA,, perpendiculaire à a a et égale à a'o; joignons le 
point a au point A h , l’angle cherché sera aaA,,. 

• ’ ' . *• ; ■ 

PROBLÈME XXI. 

113. Connaissant les traces a a, a a' (fig . 102) d'un plan, 
déterminer les angles qu'il forme avec chacun des plans de 
projection, et l'angle de ses deux traces. 

. Par un point quelconque II de la trace horizontale aa, me- 
nons un plan 116V perpendiculaire à cette droite : l’angle rec- 
tiligne V 116 sera la mesure de l’angle dièdre, que le plan 
donné forme avec le plan horizontal. Pour obtenir l’angle 
VI16, rabattons le triangle V1I6 sur le plan vertical ; le point H 
viendra coïncider avec le point H,, dont la distance à 6 égale 
611. De sorte que l’angle VH.6 est l’angle demandé. 

On ferait voir pareillement que l’angle 6V'„H' correspond à 
l’angle dièdre que le plan donné forme avec le plan vertical 
de projection. 

G. et C. 5 
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Pour obtenir l’angle-des traces, rabattons le plan donné sur 
Jie plan horizontal; la. droite VH, perpendiculaire à a a, coïn- 
cidera avec le prolongement de £11; d’ailleurs, la distance du 
point V au point « reste constamment égale à aV ; donc l’arc de 
cercle décrit du point a comme centre avec aV pour rayon, 
coupera la droite 611 prolongée en un point V h qui sera le ra- 
battement du point V. Par conséquent l’angle des deux traces 
du plan est égal à V,,«a. 

114 . Cas particulier. 

1®. Les traces du plan donné sont en ligne droite. 

Soit o'aa (fig. 1 03) la droite qui représente les deux traces 
du plan donné. Faisant une construction entièrement sem- 
blable à celle du numéro précédent, on trouvera que l’angle 
rectiligne VH 6 représente l’inclinaison du plan donné sur le 
plan horizontal. 

Il est facile de reconnaître que l’angle VII6, représente en- 
core l’angle que le plan donné forme avec le plan vertical. 

Enfin, la construction qui a servi à déterminer l’angle des 
traces dans la cas général du numéro précédent est encore 
applicable ici, et par conséquent l’angle des traces est VxV,,. 

• PROBLÈME XXII. ' 

IIS». Construire l'angle de deux droites données par leurs 
projections , et déterminer les projections de la bissectrice de 
cet angle. 

Lorsque deux droites situées d’une manière quelconque 
dans l’espace, ne se rencontrent pas, on leur mène des paral- 
lèles par un point quelconque, et c’est l’angle de ces deux 
dernières droites que l’on prend pour angle formé par les 
deux droites données. * 

Nous supposerons donc, dans ce qui va suivre, que les 
droites données se coupent. 


Dlgitized by Google 



PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE ET LE PLAN. 


67 


Représentons par ab, a' b'; ac, a'c' ( fig . 104) les projections 
des droites données qui se coupent au point (a, a'). Pour 
trouver l’angle de ces droites, nous chercherons d’abord la 
trace horizontale du plan qui contient ces deux droites; nous 
rabattrons ensuite ce plan sur le plan horizontal de projec- 
tion; l’angle formé par les rabattements des deux droites sera 
l’angle demandé. 

Les traces horizontales des droites AB, AC étant H, H', la 
trace horizontale du plau de ces droites sera I1H'. Cela posé : 
si du point a on mène ad perpendiculaire à HH’, la droite Ad 
sera aussi perpendiculaire à HH'; et lorsque le plan des deux 
droites coïncidera avec le plan horizontal, la droite dA 
prendra la direction da, le point À tombera en A h , à une dis- 
tance de d égale à l’hypoténuse d’un triangle rectangle, dont 
les côtés de l’angle droit sont ad, aA. Or, aX égale oa': donc 
si l’on prend, sur la ligne de terre, of égale ad , - la droite a'f 
représentera la longueur de Ad, et par conséquent en pre- 
nant dA h égale à a'f, le point A h sera le rabattement du point 
A. 11 suffira de joindre A h aux points H, H' pour obtenir les 
rabattements des deux droites données ; donc, l’angle H A k H 
est l’angle demandé. 

Si l’on divise en deux parties égales l’angle HA h H' par la 
droite A h M, le point M sera la trace horizontale de la bissec- 
trice de l’angle IIAH'; en abaissant du point M une perpen- 
diculaire Mm' à la ligne de terre, le point m' représentera 
la projection verticale du point M ; comme la bissectrice doit 
passer par le sommet A de l’angle IIAH', en joignant les 
points a, a' aux points M, t *n', les droites aM< a’m' seront les • 
projections de la bissectrice de l’angle formé par les droites 
données. ' v 

116 . Cas particuliers. 

1°. L’une des deux droites est horizontale, l'autre est quel 
conque. 

" , - ; . ( 

Les projections de la droite horizontale sont ab, a' b' (fig. 1 03), 
et celles de l’autre droite : ac, a'c'. 

/ .» ' . 
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La trace horizontale du plan de l’angle est la droite H'L, 
parallèle à ab, menée par H', trace horizontale de AG. La per- 
pendiculaire abaissée de A sur la trace H'L coupe cette droite 
au point d , pied de la perpendiculaire menée de a sur H'L. 
La longueur de Ad est a'f. Le point A vient tomber en A w à 
une distance du point d, égale à a'f. 

Le rabattement de la droite AB est A h K, parallèle à ab : 
par conséquent, l’angle H'A fc K est l’angle des deux droites. 

Menons la droite A U M, qui divise en deux parties égales 
l’angle Il'A h K, les droites aM, a'm' seront les projections de la 
bissectrice de l’angle que forment les droites données. 

117 . 2 ”. L'une des deux droites est perpendiculaire au plan 
horizontal, l'autre est quelconque. 

Les projections de la droite verticale sont II, oa' {fig. 106) ; et 
celles de l’autre droite : Hfc, a'b’. 

Le plan des deux droites étant vertical, a pour trace hori- 
zontale H6H'. Le point A, sommet de l’angle des deux droi- 
tes, vient se rabattre sur IIA,,; perpendiculaire à HH', en un 
point A h , dont la distance à II est égale oa'. Donc l’angle cher- 
ché est HA,,H', et les projections de la bissectrice de l’angle 
des deux droites sont HM, a'm'. 

118 . 3°. L’une des deux droites co'incide avec la ligne de 
terre. 

Soient Ab, Ab' [fig. 107) les projections de la droite, qui ne 
coïncide pas avec la ligne de terre. Prenons sur cette droite 
un point quelconque B, ayant pour projections b, b’; et en 
supposant que le plan des deux droites tourne autour de sa 
trace horizontale xy, cherchons le rabattement du point B 
sur le plan horizontal. La droite Bo, perpendiculaire à xy, se 
rabattra suivant la direction ob; et le point B viendra coïn- 
cider avec le point B h , dont la distance au point o est égale à 
l’hypoténuse oB' d’un triangle rectangle oôB', dont un des 

côtés de l’angle droit est ob, et l’autre, la droite bB\ égale à 

* ■ ' 
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ob'. Joignant B h au point A, on aura le rabattement de AB, et 
par conséquent l’angle cherché sera égal B h Ay. 

Pour avoir les projections de la bissectrice, divisons en 
deux parties égales l’angle B h Ay par la droite AF, qui ren- 
contre en F la droite oB h . Lorsque le plan aura repris sa pre- 
mière position, le point F viendra se placer sur la droite oB, 
à une distance du point o, égale à oF. 

Si maintenant on désigne par f la projection horizontale du 
point F relevé, on aura dans l’espace un triangle rectangle 
F of, dans lequel on connaît l’hypoténuse oF, et un angle aigu 
F of qui est évidemment égal à l’angle B'o6. Par conséquent, 
pouv obtenir la projection horizontale f, il suffit de prendre 
sur oB' une distance oF' égale oF, et d’abaisser du point F' la 
perpendiculaire F 'f sur oB h . On aura la projection verticale f 
de F, en prenant sur ob' la distance op, égale F 'f. 

En joignant le point A aux points f , p, nous aurons les pro- 
jections A f. A f de la bissectrice de l’angle formé par les deux 
droites données. 

fl®. 4°. Les deux droitessont situées dans un plan perpen- 
diculaire à la ligne de terre. 

Soient a. a',- b,b'[fig. 108), les projections de deux points de 
l’une des droites; et a,a';c, c' les projections de deux points 
dé la seconde droite. Si l’on rabat le plan qui contient les 
trois points A, B, G, sur le plan horizontal, les droites AB, AG, 
coïncideront avec A h B h , A h C,,. Par conséquent l’angle B 11 A h C h 
sera l’angle demandé. 

11 est évident que les projections de la bissectrice coïnci- 
dent avec la droite a'b ; nous allons chercher les traces de 
cette bissectrice- Pour cela, divisons en deux parties égales 
l’angle B h A h C h par la droite A h H. Le point H, intersection de 
cette droite avec a'b, sera la trace horizontale de la bissec- 
trice; pour obtenir la trace verticale, prolongeons la droite 
HA,, jusqu’à ce qu’elle rencontre la ligne de terre au point 
V h , et prenons sur oa' à partir du point o, la distance oV 
égale à oV h ; le point V sera la trace verticale de la bissec- 
trice. 
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120. 3°. Les deux droites ont ' la même projection horizon- 
tale. . 

Soient art [ftg. lü9) la projection horizontale commune aux 
deux droites ; a'b', a'c’, leurs projections verticales : a, a', les 
projections du point A, où elles se coupent dans l’espace. Si 
l’on mène cr.\ h perpendiculaire à «a, et égale à oa’, l’extré- 
mité À,, de cette perpendiculaire sera le rabattement de A ; 
et, par conséquent, en joignant le point A t , aux traces hori- 
zontales II, H’, des deux droites, on aura l’angle cherché 
HA„H'. 

Divisons l’angle HA h H' en deux parties égales par la droite 
A h M, et joignons la projection verticale ni'.de M, à a'; les 
droites a'm', aM, représenteront les projections de la bissec- . 
trice de l’angle des deux droites données. 

191. 6°. Les deux droites se coupent sur le plan hori- 
zontal. 

Nommons Ab, a'b'-, A c, a'c' [fig . 110), les projections des 
deux droites qui se coupent au point A sur le plan horizon- 
tal. Pour trouver la trace horizontale du plan de ces deux 
droites, joignons un point quelconque (b, b') de la première, 
à un point (c, c') pris arbitrairement sur la seconde, et pro- 
longeons la droite (bc, bV) jusqu’à ce qu’elle coupe, en H, 
le plan horizontal. La droite AH sera évidemment la trace ho- 
rizontale du plan des deux droites données AB, AG. 

En rabattant le plan BAG sur le plan horizontal de projec- 
tion, le point B tombera sur la perpendiculaire bd menée de 
b à AI1, et à une distance de d , égale à l’hypoténuse dB du 
triangle rectangle dbB. La longueur de cette hypoténuse s’ob- 
tiendra en élevant sur db une perpendiculaire bB' égale à b'o, 
et en joignant le point d au point B’. On aura donc le rabatte- 
ment B,, de B, en prenant dBh égale dB'. Une construction en- 
tièrement semblable donne le rabattement C h de G. L’angle 
cherché sera donc B h AC h . 

Actuellement, divisons en deux parties égales l’angle B,, AC,, 
par la droite AM h , qui rencontre en M b la droite de B h C h . La 
projection horizontale du point M h relevé sera l’intersection 
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m, de la droite bc, et de la perpendiculaire M h g, à AH. On 
aura la projection verticale m' de ce point, en prolongeant 
jusqu’à la rencontre de b'c'. la perpendiculaire mk, abaissée 
sur la ligne de terre. 11 ne restera plus qu’à mener les deux 
droites A m, a'm ', pour avoir les projections de la bissectrice 
de l’angle BAG des droites données. 

12*. 7°. Les projections de noms différents se confondent. 

i. •- ' ■ * ' ' • / 

« ’ * • f • . . v . 

La projection horizontale ab ( fig . 111) de l’une des deux 
droites coïncide avec la projection verticale a'c' de l'autre ; et 
de même, la projection verticale a'b' de la première se con- 
fond avec la projection horizontale ac de la seconde. Ces deux 
droites se coupent en un point dont les projections a, a' coïn- 
cident. 

Les traces horizontales des deux droites [ab,a’b'),{ac, a' c’) r 
sont les points H, H', qu’on obtient par la construction ordi- 
naire. La trace horizontale du plan des^deux droites est, par 
conséquent, HH'. Pour avoir le rabattement A ( , du point 
(a, a'), on abaisse ad perpendiculaire sur HH', et l’on prend 
ensuite, sur cette perpendiculaire, une distance dA h égale à 
l’hypoténuse dA' du triangle rectangle daA', dans lequel le 
côté aA' est égal à la distance a'o du point a’ à la ligne de 
terre. En menant les deux droites A h H, Â h H' on aura l’angle 
demandé HA, ,H'. 

La bissectrice A,,M de l’angle HA„H' coupe la droite H1I' en 
un point M dont la projection verticale est m’ : il en résulte 
que oM, et a'm' sont les projections de la bissectrice de l’angle 
des deux droites données. 

193. 8°. Les projections ab, a'b' (fig. 112). de l'une des deux 
droites données, sont en ligne droite; les projections ac , a'c’ , de 
l'autre, sont dirigées d’une maniéré quelconque. 

Nous ferons d’abord observer que les projections ac, a 1 c', 
doivent rencontrer au même point la droite abll, qui repré- 
sente, à la. fois, les projections de l’une des droites données AB; 
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car, s’il en était autrement, les deux droites données AC, AB, ne 
se rencontreraient pas dans l’espace. Les projections a, a', du 
point d'intersection de AU, AC, coïncident. La trace horizon- 
tale de AB est le point H, intersection de ab avec la ligne de 
terre. Quant à la trace horizontale H', de AC, on la détermine 
parla construction ordinaire. 

La trace horizontale du plan des deux droites données AB, 

AC, est HH'. Pour obtenir le rabattement, A h , de A, on 
abaisse de a une perpendiculaire ad sur HH', et l’on prend 
d.\ h égale à l’hypoténuse d\' du triangle rectangle da\', dont 
le côté de l’angle droit, aA', est égal à la perpendiculaire oa', 
à la ligne de terre. En menant les deux droites A,, H, A U H', on 
aura l’angle demandé HA h II'« 

La bissectrice A h M de l’angle HA^Tl', rencontre HH' en un ' 
point M, qui a pour projection verticale le point m'; par con- 
séquent, les projections de la bissectrice de l’angle des deux 
droites données sont aM, am'. 

l’il. 9°. Les projections de chacune des deux droites sont 
en ligne droite. 

Les projections de la première sont dirigées suivant ab 
( fig . 113), et les projections de la seconde suivant ac. 

Ces deux droites se coupent en un point A, dont les projec- 
tions a, a' coïncident; elles coupent le plan horizontal aux 
points H, H', et par conséquent la trace horizontale du plan 
de ces deux droites se confond avec la ligne de terre. 

Le rabattement A,, du point A sera situé sur la perpendi- 
laire ad à la ligne de terre et à une distance du point d égale * 
à l’hypoténuse dA' du triangle rectangle daX', dont un côté 
de l’angle droit aA' est égal à a'd. L’angle cherché sera donc 
HA h H\ 

La bissectrice de l’angle HA^H' coupe la droite HH' en un 
point M qui se confond avec ses deux projections ; par consé- 
quent la droite aM représente, à la fois, les deux projections 
de la bissectrice de l’angle des deux droites données. 
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« 95 . 10 °. L’une des deux droites est, située dans un plan 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

La droite située dans un plan perpendiculaire à la ligne de 
terre est déterminée par les deux points (a, a'), (b, b') {fig. 114). 
Les projections de l’autre sont ac, a'c'. Ces deux droites se 
coupent au point (a, a'). «• 

Les traces horizontales H, H' de AB, AC s’obtiendront au 
moyen de constructions connues et représentées dans la 
figure. En unissant ces deux points, on aura la trace hori- 
zontale H'H du plan des deux droites. Le rabattement A h du 
point A est situé sur la perpendiculaire ad à HH', et à une 
distance de HH' égale à dA", hypoténuse du triangle rectan- 
gle daA" dont le côté aA'' égale a’o ; l’angle HA h H' est l’angle 
cherché. 

La ligne A h M divisant cet angle en deux parties égales, les 
projections de la bissectrice de l’angle des deux droites don- 
nées sont aM, a'm'. 

« 96 . 11°. Les deux droites coupent la ligne de terre au 
même point. 

Les proj etio ns de la première droite sont Ab', Ab (fig. 1 la); 
celles de lat!!P&)nde : Ac', Ac. 

Pour trouver la trace horizontale du plan de ces deux 
droites, joignons un point (6, b') de (Ab’, Ab) à un point 
(c, c') de (Ac', Ac), et prolongeons la droite (bc, b’c') jusqu’à 
ce qu’elle rencontre le plan horizontal en un point H'; la 
droite AH' sera la trace horizontale du plan. Cela posé, si 
nous rabattons le plan des deux droites AB, AC sur le plan 
horizontal de projection, les points C, B, viendront coïncider 
avec les points C h , B„ ; par conséquent, l’angle cherché sera 
BbA.C„. 

La bissectrice AM„ de cet angle coupe la droite C h B,, en un , 
point M h . . ' . , <• • 

Lorsque le plan est relevé, le point M„ a pour projection 
horizontale le point m intersection de bc avec la perpendicu- 
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laire M k m abaissée de M,, sur AH'. Pour avoir la projection 
veriicale m' du poiut M h relevé, il suffit d’abaisser du point m 
line perpendiculaire sur la ligne de terre, et de la prolonger 
jusqu’à ce qu’elle rencontre b'd. En menant les deux droites 
Awi, A ht' on aura les projections de la bissectrice de l’angle 
des droites AB, AG. 


PROBLÈME XXIII, 

1 * 7 . Construire l’angle d’une droite avec un plan. 

Solution. D’un point quelconque de la droite on abaisse 
une perpendiculaire sur le plan, on construit l’angle que 
forme cette perpendiculaire avec la droite donnée, et en pre- 
nant le complément de cet angle on aura évidemment l’angle 
.demandé. 

Nous n’entrerons pas dans de plus grands détails relative- 
ment à cette question, puisqu’elle se ramène immédiatement 
au problème qui précède. ’ 

. PROBLÈME XXIV. . -, . - 

I 

7 * 8 . Construire l’angle de deux plans , et déterminer les 
tracés du plan bissecteur 5 

Soient a*a', Mb’ ( fig . 1 1 G) les deux plans donnés, dont l'in- 
tersection est YJL . 

Concevons que, par un point quelconque, P, de VH, on 
mène un plan perpendiculaire à cette droite; la trace hori- 
zontale de ce plan sera une droite EoF perpendiculaire à la 
projection horizontale «H de VH , en un point quelconque, 
puisque la position du point P est entièrement arbitraire. De 
sorte que, pour représenter la trace dont il s’agit, on mènera 
une perpendiculaire EoF à vü en un point o, pris, où l’on 
voudra, sur cette droite. 
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Supposons que la perpendiculaire EoF prolongée rencontre 
en des points E, F les traces horizontales m, th des plans 
donnés. En joignant E, F au point P, on aura des droites PE, 
PF situées dans ces plans, et perpendiculaires à leur inter- 
section VII au point P. L’angle rectiligne EPF sera doue la 
mesure de l’angle des deux plans donnés; par conséquent 
c’est l’angle EPF qu’il faut déterminer. 

La droite Po menée du point P au point o est perpendicu- 
laire sur EF : c’est ce qu’on peut démontrer de deux manières 
différentes. D’abord, observons que la projection horizontale 
de P est un point p situé sur uH ; puisque P appartient à VIL 
La droite Pp est verticale, et po est perpendiculaire à EF, il 
faut donc, d’après un théorème connu, que la droite Po soit 
aussi perpendiculaire à EF. 

On arrive à la même conclusion par le raisonnement sui- 
vant : La droite EF perpendiculaire à la trace horizontale cil 
du plan vertical VoH est perpendiculaire à ce plan; elle est 
donc perpendiculaire à la droite oP qui passe par son pied 
dans le plan. 

De là résulte qu’en rabattant le plan èpF sur le plan ho- 
rizontal de projection, en le faisant tourner autour de EF, la 
droit! oP prendra la direction de oH t pt le point P viendra 
tomber sur oïl à une distance cfe o, égale à oP. 

Pour trouver la longueur de oP, nous remarquerons que 
cette droite est perpendiculaire à Vil, au point P; carelle 
appartient au plan EPF, mené par le point P, perpendicu- 
lairement à VH. Ainsî, la droite oP est un des côtés de l’angle 
droit du triangle rectangle oPII, qu’il est facile de cons- 
truire. 

En effet, si l’on fait tourner le plan Vull autour de Vu poul- 
ie rabattre sur le plan vertical de projection, les points H, o, 
décriront sur le plan horizontal des arcs de cercle dont le 
centre commun est u, et viendront coïncider avec les points 
H", o" situés sur la ligne de terre à des distances de t>, respec- 
tivement égales à uH, vo. La droite VII se rabattra suivant 
VH"; et la perpendiculaire oP à VH coïncidera avec la droite 
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o"P", perpendiculaire à VH". Donc, o"P" représente la gran- 
deur de oP (*). 

Cela posé , si l’on prend sur oH la distance oP h égale à 
o"P", le point P h sera le rabattement du point P sur le plan 
horizontal ; et en menant les droites P,,E, P,, F, on aura l’angle, 
EP h F, demandé. , - 

Cherchons, maintenant, les traces du plan bissecteur de 
l'angle des plans donnés. Pour cela, divisons l’angle EP h F en 
deux parties égales par la droite 1\U, qui coupe au point R 
la droite EF. Lorsque le plan EP h F est relevé, le point P h coïn- 
cide avec P, la droite P h R prend alors dans l’espace la direc- 
tion PR et divise en deux parties égales l’angle EPF. Cette 
droite PR, qui coupe le plan horizontal au point R, appartient 
évidemment au plan bissecteur. On aura donc la trace hori- 
zontale de ce plan, en joignant le point H au point R, et pour 
obtenir sa trace verticale il suffira de mener la droite V3, du 
point V, à l’intersection o, de la droite HR, avec la ligne de 
terre. 

t X 

1 * 9 . Cas particuliers. 

1 ". Les traces horizontales des deux plans sont parallèles. 

Soient ua, 6b (fig. f 17), les traces horizontales parallèles, et 
« a', 6b', les traces verticales, qui se coupent au point V. 

L’intersection des deux plans sera parallèle aux droites . 
a a, 6b-, elle aura donc pour projection verticale la droite VI', 
parallèle à la ligne de terre ; sa projectgm horizontale vl sera 
parallèle à «a. 

Le plan auxiliaire perpendiculaire à (VI', vl) en un point 
quelconque P est vertical. Sa trace horizontale oFE, perpen- 
diculaire à vl, rencontre les traces horizontales des plans don- 

(*) On aura la projection horizontale p du point P, en prenant sur t>H 
une, droite vp égale à la distance vp" du point v au pied de la perpen- 
diculaire P "p" à la ligne de terre. La projection verticale, p', de P, est 
située sur la perpendiculaire abaissée de p à la ligue de terre et à une 
distance de celte ligne égale à P "p". 
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nés aux points E, F. L’angle rectiligne EPF est la mesure de 
l’angle dièdre des deux plans. 

La droite Po étant verticale et égale à Vu, on aura le rabat- 
tement P h du point P, sur le plan horizontal, en élevant sur 
oFE une perpendiculaire oP,„ égale à Vu. Par conséquent, 
l’angle demandé est EP h F. 

Divisons en deux parties égales l’angle EP h F, par la droite 
P h R, qui coupe EF au point II; la droite RS, parallèle à a a, 
sera la trace horizontale du plan bissecteur. On aura la trace 
verticale de ce plan, en joignant le point.S au point V, inter- 
section des traces verticales des plans donnés. 

. \ * . i *' * ^ 

130 . 2°. Les deux plans sont parallèles à la ligne de 
terre. 

* ^ , 

Représentons par ab, a'b’; cd, c'd' ( fig . 118),. les traces des 
plans donnés. Le plan t'êt, perpendiculaire à leur intersection, 
a pour traces la perpendiculaire t'6t à la ligne de terre; il 
coupe les plans donnés suivant deux droites EE', FF', dont les 
rabattements sur le plan horizontal sont EE", FF". 

On en conclura que l’angle cherché est EP,,F. 

Soit R l’intersection de EF et de la bissectrice P,, R de l’angle 
EP h F. Lorsque le plan auxiliaire sera relevé, la droite P h R 
aura pour traces les points R, R'. En menant par ces points 
des parallèles RS, R'S' à la ligne de terre, on aura les traces 
du plan bissecteur. 

'• / i. * * : • ■ ... , 

131 . 3°. I 'un des plans est parallèle au plan horizontal ; 
l'autre est parallèle à la ligne de terre et coupe les deux plans 
de projection . 

La droite a'b ' (fig. tld) représente la trace verticale du pre- 
• mief ; les traces du second sont cd, c'd'. Le plan auxiliaire 
t'Gt coupe les plans donnés suivant deux droites : l’une est 
perpendiculaire au plan vertical au point E'; l’autre est FF'. 
Le rabattement de la première s’obtient en élevant au point 
E" une perpendiculaire E''E à la ligne de terre. Quant à la 
droite FF', elle coïncide avec FF" lorsque le plan t’èt est ra- 
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battu. L’intersection de E"E, FF" étant P,„ l’angle cherché est 
FP„E. 

Nommons R l’intersection de €t avec la bissectrice P h R de 
FP h E; les traces de la droite P h R relevée seront R, R'; et, par 
conséquent, le plan bissecteur aura pour traces les droites 
RS, R'S', menées par les points R, R', parallèlement à la ligne 
de terre. • ' 

. ' . . • * 7 , ' * * 

• ' . i»t ^ 

13 ®. 4“. Les deux plans ont la même trace horizontale. 

La trace horizontale commune est na.ifig. 120). Les traces 
verticales sont na', ah'. Le plan /€/', perpendiculaire à a a au 
point P, coupe les deux plans donnée, suivant les droites PE', 
PF', dont les rabattements sur le plan vertical de projection 
coïncident avec P.E', P. F'. Il en résulte que l’angle demandé 
est EPtF'. 

La bissectrice P.R' de E’PtF' rencontre E'F au point R'. , 

Par conséquent, le plan bissecteur a pour trace verticale la 
droite <*R'. Sa trace horizontale est, d’ailleurs, la droite an. 

133 . ip. Les deux phins donnés a'na b'nb (fig. 121) coupent 
la ligne de terre au même point. 

Par un point quelconque 8 de la ligne de terre, menons un 
plan d'id, parallèle à b'nb, il coupera a'na suivant la droite HV, 
parallèle à l’intersection des plans donnés. Au moyen de la 
construction indiquée (n° 128), on déterminera l’angle EP h F 
des plans a'na, d'od; et les traces yH, yV, du plan bissecteur 
de cet angle. Il est évident que EP U F est égal à l’angle des 
plans a'na , b'nb. En menant par «les droites «m, nm', respecti- 
vement parallèles à yH, yV, on aura les traces du plan qui di- 
vise en deux parties égales le dièdre formé par a'na, b'nb. 

Autre solution, ni'nm, p'np [fig. 122) sont les deux plans 
donnés ; ils coupent la ligne de terre xg au même point a. 

Les droites no, no' représentent les projections de l’inter- 
section de ces deux plans (p. 29, n° 47). Cela posé, par un 
point (a, a') de cette intersection,- menons un plan V611' per- 
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pcndiculaire à cette droite, il coupera les doux plans m'»m, 
p'ap, suivant deux droites AH, AH' qui forment un angle 
HAH', égal à l’angle demandé. 

Pour obtenir sur le plan horizontal l’angle HA,,!!', rabatte- 
ment de l’angle HAH' de l’espace, construisons le triangle 
rectangle Aat; à cet effet, prenons sur €H' la droite i.V, égale 
à a’f, et l’hypoténuse aA' du triangle atA' représentera la lon- 
gueur de la droite iX. Si nous prenons maintenant tA,„ égal 
à aA', le point A,, sera sur le plan horizontal le rabattement du 
sommet A de l’angle, il ne restera donc plus qu’à mener les * 
deux droites A h H, 'A h H' pour avoir l’angle HA,,H' demandé. 

Pour trouver les deux traces du plan bissecteur, remar- 
quons d’abord que le point R, intersection de la droite HH' 
avec la droite RA h , bissectrice de l’angle IIA h H', est la trace 
horizontale de la bissectrice de l’angle II AH'; si nous joignons 
ce point R au, point « la droite R* représentera la trace hori- 
zontale du plan bissecteur. 

Pour obtenir la trace verticale du plan bissecteur, il suffira 
de joindre le point a avec le point V', trace verticale de la 
droite Alt. 

Les droites a V', aR sont donc les traces du plan bissecteur 
de l’angle formé par les deux plans donnés. 

131. O". L’un des plans est parallèle au plan horizontal, 
l’autre a ses traces en ligne droite. 

La trace verticale du premier est a’h' [fig. 123) ; la droite 
d€d' représente les traces du second. L’intersection des deux 
plans est parallèle à Gd, et passe par le point V, commun aux 
traces verticales a'h', Gd'. Par conséquent, la projection hori- 
zontale vm de cette intersection doit être parallèle à Gd, et 
passer pair v, projection horizontale de V. 

Le plan perpendiculaire à l’intersection des deux plans don- 
nés, en un point P, est vertical ; il a pour trace horizontale la 
droite oF perpendiculaire à vm ; il coupe d'Gd suivant PF, et 
a'b', suivant une parallèle à oF. Lorsque ce plan est rabattu, 
le point P coïncide avec le point P„ situé sur om, à une dis- 
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tance de o, égale à Vu. La droite PF se confond alors avec P h F: 
le second côté de l’angle cherché est la droite P U E, parallèle 
à Fo. v 

Pour trouver les traces du plan bissecteur, on divise en deux 
parties égales l’angle FP„E, par la droite P h R, qui rencontre 
Fo au point R. La droite ltS, parallèle à 6d, sera la trace ho- 
rizontale du plan cherché ; ou aura sa trace verticale SV, en 
unissant le point V au point S, intersection de RS, avec la li- 
gne de terre. 

135 . 7*. Les traces de chacun des deux plans sont en ligne 
droite. ' 

Soient flan', bZb' [fig. 121), les droites qui représentent les 
traces des plans. Le point d’intersection des traces horizontales, 
coïncidant avec celui des traces verticales, l’intersection des 
deux plans appartient à un plan perpendiculaire à la ligne de 
terre, et, de plus, elle forme des angles de 45° avec les plans 
de projection.* • \ 

On aura donc les projections de cette droite, en abaissant du 
point (V. H) une, perpendiculaire sur la ligne de terre, et par 
conséquent, la trace horizontale ,du plan auxiliaire, perpen- 
diculaire à l’intersection de axa', en un point quel- 
conque P, est une parallèle EF à la ligne de terre. 

La droite Po qui joint dans l’espace le point P au point o 
de rencontre de EF avec la projection horizontale vl, de l’in- 
tersection des plans donnés, est perpendiculaire à cette inter- 
section. Pour trouver la grandeur de Po, il suffit de prendre 
sur la ligne de terre les distances t)o' r , vH", respectivement 
égales à vo, oïl, et d’abaisser o"P", perpendiculaire sur VH" 
(n° 128). On aura donc l’angle cherché EP,,F, en prenant sur 
vl, la distance oP h égale à o"P”, et en menant les droites P h E, 

W 

Divisons, maintenant, l’angle EP h Fen deux parties égales, 
et joignons par une droite lé point R, intersection de la bis- 
sectrice P, JR avec EF, au point (V. H); la droite R (V. H) 
représentera les deux traces du plan bissecteur de l’angle 
dièdre des plans donnés. - 
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136 . 8°. Les traces de chacun des deux plans sont en ligne 

droite, et cçupent la ligne de terre au même point. 

- . - 

Soient a’oa, b'ab ( fig . 1 25), les droites qui représentent les 
traces de9 plans donnés, l’intersection de ces plans est perpen- 
diculaire à la ligne de terre, au pointa, et forme des angles de 
45° avec les plans de projection. 

L’intersection dont il s’agit a donc pour projections la droite 
t’ai, perpendiculaire à la ligne de terre. 

La trace horizontale EF du plan perpendiculaire à l’inter- 
section des deux plans donnés est perpendiculaire à al au 
point o. Si nous menons du point o une perpendiculaire oP à 
l’intersection des deux plans donnés, l’angle EPF sera, dans 
l’espace, l’angle demandé. Pour trouver la longueur de oP, 
menons par le point a une droite a m, qui forme l’angle l*m de 
13° avec al, et abaissons la perpendiculaire oP' sur a m : la 
droite oP' sera égale à oP, et par conséquent, en prenant sur 
ol la distance oP llV égale à oP', et joignant ensuite P h aux 
deux points E, F, l’angle E1\F représentera l’angle demandé. 

Pour avoir les traces du plan bissecteur, divisons en deux 
parties égales l’angle EP/.F par la droite P»R, le point R ap- 
partiendra à la trace horizontale du plan cherché ; donc, pour 
avoir cette trace horizontale, il suffira de joindre le poiiitR au 
point a. . 

Or, la droite ÈF peut aussi représenter la trace verticale 
d’un plan perpendiculaire à l’intersection, en un certain 
point P, des deux plans donnés, le point o étant considéré 
comme appartenant à la projection verticale de cette inter- 
section. Alors, EP/.F peut représenter le rabattement sur le 
plan vertical 3e l’angle rectiligne EPP, et, par suite, le point 
R doit appartenir à la trace verticale du plan bissecteur : 
cette trace verticale est donc la droite ait. D’après cela, on 
voit que les deux traces du plan bissecteur sont en ligne 
droite. 

13 ?. 9°. L 'un des deux plans passe par la ligne de terre et un 
point donné, l'autre est quelconque. 

Soient aaa' {fig. 126) le plan qui coupe la ligue de terre, et 
G. ET C. 6 
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b', b, les projections du point B situé dans le plan qui passe 
par la ligne de terre. 

Déterminons , au moyen de la construction indiquée 
(n° 32), les projections a c, *c', de l’intersection dès deux plans 
donnés. 

Par un point’tp, p'), de l’intersection («c, «(/^menons un 
plaji t'ëi perpendiculaire à cette droite. Le plan l'M coupe les 
deux plans donnés suivant deux droites de l’espace PE, P6 
qui forment l’angle cherché. La droite menée du point P au 
point o est perpendiculaire à 6E, et, de plus, sa longueur est 
représentée par l’hypoténuse Po du triangle rectangle P po, 
dont le côté P p de l’angle droit est égal à p'f. Pour avoir la 
longueur de cette hypoténuse, il suffira de prendre sur la per- 
pendiculaire pP' à ap une distance pP' égale à p'f , et de me- 
ner oP'. 

il resuite de là que si l’on prend sur la direction ao la dis- 
tance oP u égale à oP', le point P,, représentera le rabattement 
du point P sur le plan horizontal, et par conséquent, l’angle 
SP h E sera l’angle cherché. 

Pour avoir les traces du plan bissecteur, divisons en deux 
parties égales l’angle 6P h E par la droite P h R; en joignant le 
point a au point R, on aura la trace horizontale du plan bis- 
secteur. Il nous reste encore à obtenir la trace verticale de ce 
plan. 

A cet effet, faisons observer que la droite PR, étant entière- 
ment située dans le plan bissecteur, coupe le plan vertical de 
projection en un point qui appartient à la trace verticale du 
plan dont il s’agit. Pour obtenir ce point, déterminons d’abord 
les projections de la droite P h R relevée; la projection horizon- 
tale de cette droite devant passer par les points R, p, sera re- 
présentée par la droite R pu qui coupe la ligne de terre au; 
point v. Si du point R ou abaisse Rr' perpendiculaire sur la 
ligne de terre, r' sera un point de la projection verticale de 
PR; on aura donc la projection verticale de cette droite PR 
en unissant les points r', p'; si maintenant on détermine la 
trace verticale V de la droite (pR, pV), la droite aV sera la 
trace verticale du plan bissecteur. 
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13 $. 10 °. Chacun des plans passe par la ligne de terre. 

Nommons a, a’; 6, b' ( fig . 127) les projections des points 
A, B situés respectivement dans les plans donnés. Si l’on 
■t. mène par le point (6, b') un plan t'êt perpendiculaire à la ligne 
de terre, il coupera les plans donnés suivant dqux droites dont 
les rabattements seront 6 L B U , SD*, ét l’angle 1Î,,6U,, serra l’angle 
cherché. 

Divisons maintenant cet angle BiêD h en deux parties égales 
par la droite 6R, les projections r, r‘ d’un point quelconque H 
de cette bissectrice représententjes projections d’un point du 
plan bissecteur, par conséquent le plan bissecteur est com- 
plètement déterminé, puisqu’il passe par la ligne de terre x y 
et par le point R, relevé; dont r, r' sont les deux projections. 

. i. * , 

139 . 11°. L'un des plans donnés est parallèle à la ligne de 
terre, l'autre passe par la ligne de terre et un point donné. 

Les droites ab , a'b' (Jig. 128) représentent les traces du pre- 
mier; ç, c' sont les projections d’uu poiut du second. Menons 
par le point (c, c') un plan t'êt perpendiculaire à la ligne de 
terre, il coupera les deux plans donnés suivant les droi tes dont 
les rabattements sont EE", êC/,; l’angle cherché sera l’angle 
eP,,E formé par ces deux dernières droites. 

Si nous menons la bissectrice P h R de l’angle êP h E, les points 
H, R’ représentant les traces de cette droite P,,R relevée, on 
aura les traces du plan bissecteur en menant par les points 
R, R’ des parallèles Rs, R's’, à la ligne de terre. 

* 40 . 12°. L’un dés plans donnés est parallèle au plan hori- 
zontal, et Vautre passe par la ligne de terre et un point. 

' • ■ . ' '• • - , • ' ;•;/ 

La droite a'b' {jig. 120) représente la trace verticale du plan 

horizontal ; c, c' sont les projections du point situé daus le se- 
, cond plan. 

En menant par le point (c, c') le plan t bt perpendiculaire à 
la ligne de terre, il coupera les plans donnés suivant deux 


Digilized by Google 



84 


ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 


droites dont les rabattements seront, la droite' ET' perpendi- 
culaire à la ligne de terre, et €C h ; de sorte que d’angle 6P h F' 
représentera l’angle cherché. 

On trouvera par une construction semblable à celle du nu- 
méro précédent que les droites Rs, R's' parallèles à la ligne ^ 
de terre représentent les traces du plan bissecteur de l’angle 
des plans donnés ' • • 

» "V •* 

1 - 11 . 13°. L'un des deux plans donnés a ses traces en ligne 
droite, l’autre passe par la ligne de terre et un point. 

Soient a'aa (fig. 1 30) la droite qui représente les deux traces 
du premier plan, et c, c' les projections du point situé dans le 
second. 

En menant par le .point (ç, c') un plan t'(U perpendiculaire 
à la ligne de terre, on déterminera d’abord les projections 
ad, ad' de l’intersection al) des deux plans (p. 33, n° §3). üela 
posé, par un point (p, p") de al) conduisons le plan m'Fmjper- 
pendiculaire à cette droite, le plan m'Vm coupe le» plans 
donnés suivant les droites PF, PE, qui joindraient dans l’es- 
pace le point (p, p') aux points F, E, intersections dé Fm avec 
les traces horizontales des deux plans donnés. Les deux 
droites PF, PE ont pour rabattements# FP h , et EP U , et par 
conséquent l’angle FP h E est l’angle demandé. 

Le point lt étant la trace horizontale de la bissectrice Pll 
de l’angle FP,,E relevé, on aura la trace horizontale du plan 
bissecteur on menant la droite ait. 

Pour trouver la trace verticale de ce plan, observons que 
la droite P h R. relevée, ayant pour projections lt/), r'p', coupe 
le plan vertical eh un point IV. En joignant donc IV au point 
a, nous aurons la trace verticale du plan qui divise en deux 
parties égales l’angle des deux plans donnés. 

il 1 *. IA”. Les traces de noms différents coïncident. 

Nommons m, att' (fig. 131) les traces de l’un des deux plans 
donnés; les traces de l’autre sont les prolongements « 6, ah', 
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de aa', a a. Par un point quelconque 8 (te la ligne de terre xy, 
menons le plan dScl' parallèle à btb\ et déterminons d’après 
la construction indiquée,(n“ 128) l’angle EP/.F, que le plan 
dld' forme avec le plan a' ta, et les traces yH, yV du plan 
qui divise en deux parties égales le dièdre formé par dod', 
a*a\ 

L’angle rectiligne EP,,F représentera l’angle des plans don- 
dés, b'tb, a'cta. Et si par le point a on mène des parallèles aux 
traces yH, yV,on aura les traces du plan bissecteur du dièdre 
que forment les plans donnés ata', btb'. * 

113 . 15°. Les traces de l'un des plans sont en ligne droite, 
les traces de l’autre sont parallèles' à la ligne de terre, et co'in- 
' cident. 

, . ’ . \ , 

JLa droite dod' (fig. 132) représente les traces du premier 
plan ; les traces ab , a'è',du second sont parallèles à la ligne de 
terre et coïncident. 

L’intersection de ces denx plans coupe les plans de. pro- 
jection en des points Y, H, qui se confondent, lorsque le plan 
vertical est rabattu sur le plan horizontal. Par conséquent, 
. : cette intersection a pour projections la droite Xcm, perpen- 
. diculaire à la ligne de terre ; la trace horizontale Fo du plan 
perpendiculaire à l’intersection, dont il s’agit, en un point P, 
• est parallèle à la ligne.de terre ; on obtiendra la longueur de 
la ligne Po en prenant sur la ligne de terre des distances vo", 
t>H", égales à vo et oïl, et en abaissant du point d' la perpen- 
diculaire o"P" sur YH". Si maintenant on prend sur oni la 
distance ol\, égale à o"P”, en joignant le point 1\ au point F, 
• et en menant P, ,E parallèle à la ligue de terre, l’angle FP/.E 
sera l’angle demandé. 

Pour avoir les traces du plan bissecteur, menons la droite 
p h R, qui divise en deux parties égales l’angle FP,,E, et joi- 
gnons le point R au point (Y. H) par la droite RII, qui ren- 
contre la ligne de terre au point y; la droite yR sera la tracq 
horizontale du plan bissecteur, et yV représentera la trace 
verticale de ce plan. - • ; 1 
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PROBLÈME $XY. 

». 

14 J. Uéduti'e à l’horizon l'angle de deux droites. 

* *■ 

Dans cette question, on suppose connus l’angle BAC {fig. 1 Xi) 
que font entre elles deux droites AB, AC, de l’espace, et les 
angles BAa, CAo, qu’elles forment avec la verticale Aa menée 
de leuf point de rencontre ; on demande l’angle BaC des pro- 
jections horizontales de ces droites. 

Nous nommerons a l’angle BAC, et l. l\ les angles que AB, 
AC, tonnent avec la verticale. 

Observons d’abord que, l’angle BaC des projections horizon- 
tales reste le même, quelle que soit la distance Aa du po|j)dt 
d’intersection des droites au plan horizontal. On peut donc 
considérer cette distance comme étant d’une longueur arbi- 
traire.. ' 

Nous prendrons pour plan vertical de projection le plan qui 
contient l’une des deux droites, AC, par exemple, et la verti- 
cale Aa. e 

Le sommet de l’angle des deux droites sera un point A 
(fig. 133) que l’on prendra, où l’on voudra, 1 sur le plan vertical 
au-dessus de la ligne de terre xy. La perpendiculaire Aa à. 
.ri/ représentera la verticale du point de rencontre des deux 
droites. En faisant au point A l’angle aAC égal à i’, la droite 
AC représentera l’une des deux droites données. 

Le problème se réduit évidemment à trouver la trace hori- 
zontale B de la seconde droite ; car, si cette trace était connue, . 
en la joignant au point a, on aurait la projection horizon- 
tal aB de AB, et par suite, l’angle BaC serait l’angle de- 
mandé. 

Or, dans le triangle rectangle AaB, on connaît le côté Aa 
pt l’angle a AB, ou l, formé par AB avec la verticale Aa. Si 
nous menons donc par le point À, sur le plan vertical, la 
droite AB', qui forme avec-Aa l’angle aAB' égal à i, le trian- 
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gle aAB’ sera égal à a AB, d’où il suit que le point B doit 
appartenir à une circonférence décrite sur le plan horizontal 
du point a comme centre avec aB' pour rayon, ce qui 
donne déjà un premier lieu géométrique du point de- 
mandé. 

Dans le triangle BAG, on connaît l’angle BAG, qui est égal 
à l’angle a et les deux côtés AC, AB, car AB est égal à AB' ; 
il en résulte que si l’on mène sur le plan vertical une droite 
AB" égale à AB', et qui fasse avec AG l’angle CAB'' égal à 
l’angle a, la droite CB" représentera la distance du point C 
au point B ; ce point B appartiendra donc à une circonférence 
décrite sur le plan horizontal du point C comme centre, avec 
CB" pour rayon. Par conséquent, le point B se trouve à 
l’intersection des circonférences décrites sur le plan horizon- 
tal, des points a etc comme centres. 

On peut observer que ces deux circonférences se coupent en 
deux points symétriquement placés par rapport à la ligne de 
terre. Enjoignant ces deux points au pied de la verticale Aa, 
on a deux droites qui forment des angles égaux avec la ligne 
de terre. 1 ’ . • • , 

* . v 

, 145 . Cas particulier. 

L’une des deux droites est horizontale. 

Prenons pour plan vertical de projection le plan mené 
suivant la droite horizontale AG et la verticale Aa ( fig . 134). 
La trace horizontale de la Seconde droite AB appartiendra 
encore à la circonférence décrite du point a, comme centre, 
avec un rayon a B', côté de l’angle droit du triangle rectangle 
aAB', dans lequel l’angle aAB' est égal à l. 

Menons maintenant du point B la droite Bo, perpendicu- 
laire à la ligne de terre, et du point o, la droite oP perpen- 
diculaire à AG. Si l’ou suppose qu’on ait joint dans l’espace 
le point B au point P, on formera un triangle rectangle BAP, 
dont l’hypoténuse AB sera égale à AB', et dans lequel l’angle 
aigu BAP est égal à l’angle « des deux droites AB, AC. Il eu 
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résulte que, si I’oft mène sur le plto vertical la droite AB" 
égale à AB r , et formant l’angle B" AG égal à l’angle a, en 
abaissant du point B" une perpendiculaire sur AC, le pied de 
cette perpendiculaire sera le point P, auquel la perpendi- 
culaire menée de B sur AG rencontre cette droite. Le point P 
étant ainsi Obtenu, il suffira, pour déterminer le point B, 
de mener à la ligne de terre la perpendiculaire Po, et de la 
prolonger jusqu’à ce qu’elle rencontre en un point B la 
circonférence décrite .avec aB' pour rayon. En menant en- 
suite la droite Bc, on aura l’angle Bat/, qui sera l’angle de- 
mandé. - y > 

-vil if 

. PROBLÈME XXVI. 

* 46 . Construire la plus courte distance de deux droites, non 
situées dans le même plan. 

Rappelons d’abord la Construction indiquée en géométrie 
élémentaire pour résoudre la question proposée. 

Nommons AB, CD, les deux droites données. 

Suivant l’une de ces droites, AB, par exemple, on conduit 
un plan parallèle à l’autre droite CD. Et pour cela, on mène 
par un point quelconque B, pris sur AB, une droite BF pa- 
rallèle à CD, et l’on fait passer un plan par les deux droites 
AB, BF qui se coupait au point B. 

11 faut ensuite prendre un point quelconque, C, sur CD ; 
abaisser de ce point une perpendiculaire GE, au plan ÀBF, et 
déterminer le pied G de cette perpendiculaire. Par le point G, 
on mène alors une droite GL, parallèle à BF, et on la prolonge 
jusqu’à ce qu’elle rencontre AB en un point M. Enfin, au 
point M, on élève une perpendiculaire MP au plan ABF ; cette 
perpendiculaire , prolongée jusqu’à la rencontre de CD 
au point P, est la plus courte distance des deux droites don- 
nées. - . 

Nous allons actuellement déterminer la plus courte distance 

f 
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de deux droites données par leurs projections en suivant la 
construction que nous venons de rappeler. 

Soient ab, a’b' ; cd,cd'{fig. 135) Jes projections des deux 
droites données AB, CD. D’un point quelconque (6, b') de la 
première, menons une parallèle (bf, b'f) à la seconde, les tra- 
ces du plan dés droites AB, BP sont» HH', «W. 

Par un point (c, •c') de {cd, c'd'), abaissons la perpendicu- 
laire (ce, c'e') au plan V«H ; le pied G de cette perpendiculaire 
a pour projections g, g'. Les projections de la parallèle menée 
à BF par le point G sont gm, g'm'. Cette droite GM coupe AB 
au point (m, m') ; la perpendiculaire élevée par le point M au 
plan VaH se projette suivant (mp, m'p') et rencontre la droite 
{cd, c'd') au point (p, p'). Par conséquent, la plus eourte*dis- 
tance des deux droites données a pour projections mp, m'p'. 

La grandeur de cette ligne, déterminée par la construction 
ordinaire, est km'. 

147 . Cas particuliers. 

r. L’une des deux droites. CD, est parallèle à la ligne de 
terre. 

Par la droite [ab, a'b ') [fig. 136) menons un plan (\V, Hr) 
parallèle à la ligne de terre, et d’un point (c, c').dé (tid, c'd'), 
abaissons une perpendiculaire sur ce plan, on trouvera par 
une construction expliquée (u° 97) que le rabattement de 
cette perpendiculaire sur le plan horizontal est C,,G k . Les pro- 
jections du pied G de cette perpendiculaire, sont g, g'. La pa- 
rallèle menée par le point G à CD rencontre AB au point ( m,m '). 
et la perpendiculaire menée par le point (m, m’) au plan (Hr, 

V r') rencontre CD au point (p, p'). On voit donc que mp, m'p' 
sont les projections de la plus courte distance ; la grandeur 
de cette ligne est, d’ailleurs, la droite C h G M qui représenté 
la distance de la droite CD au plan mené par AB, parallèle- , 
ment à CD. 

' - *' : ; v . ’ •. * 

14 ». 2°. L 'une des deux droites, AB, est dans le plan hori- 
zontal, l’autre CD sur le plan vertical. 

* 
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La trace horizontale du plan parallèle à CD {fig. 137) mené 
par AB sera la droite AB elle-même ; on aura la trace verti- 
cale de ce plan en menant une droite 11L parallèle à CD, du 
point B intersection de AB avpc ïa ligne de terre. Les projec- 
tions de la perpendiculaire abaissée du point C sur ce plan 
sont les droites Ce, Ce' ; le pied de cette perpendiculaire a pour 
projections g, g'. La parallèle GM à CD a sa projection hori- 
zontale gm parallèle à la ligne de terre, sa projection verticale 
g’m' est parallèle à CD. La droite GM coupe AB au point(m,m'); 
les projections de la perpendiculaire élevée au plan ABL au 
point M sont rnp, m'p'. Cette perpendiculaire cOupe CD au 
point (p, p') ; par conséquent rnp, m'p' sont les projections de 
la plus courte distance des deux droites données. La longueur 
de cette plus courte distance est la droite p'k , hypoténuse du 
triangle rectangle p'pfc, dans lequel un côté de l’angle droit pk 
est égal à pm. 


t 


§ III 
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Solation* des différents cas de l'angle trièdre. — 
Sphère circonscrite à nn tétraèdre. — Sphère 
Inscrite. % ... J 

t * 

’ * m * 
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. PROBLÈME I. 


119 . Les trois faces d’un angle trièdre étant données , trou- 
ver les trois inclinaisons. ,• 

’t» ", \ t 

Menons sur un plan quelconque, sur le plan horizontal, par 
exemple, deux droites SA, SB ( fig . 138), qui forment entre 
elles un angle égal à l’une des trois laces données; nous pour- 
rons considérer SA, SB comme étant deux arêtes de l’angle 
* trièdre dont on cherche les inclinaisons. La troisième arête 
* sera une droite SC, menée dans l’espace par le point S, et fai- 
sant avec SA et SB des angles égaux aux deux autres faces du 
trièdre. , • ; » 
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Si l’on fait tourner les plans ASG, BSC autour (le leurs 
traces SA, SB pour les rabattre sur le plan horizontal, l’a- 
rête SC qui appartient à chacun de ces plans aura deux ra- 
battements .différents, que l*on détermine en menant sur le 
plan horizontal les droites SC’, SC", qui forment avec SA et 
SB des angles ASC', BSC" respectivement égaux aux faces 
données ASC, BSC. Et si l’on prend sur SC', SC” deux, 
longueurs SC' , SC" égales entre elles , les points. C’, C", 
seront les rabattements d’un point G de l’arête SC,, dont 
la distance au sommet S sera égale aux deux distances SC', 
SC". 

Maintenant abaissons sur les arêtes SA, SB les perpendicu- 
laires G de, C"/c, et concevons que l’on ramène les plans ASC', 
BSC" à leurs premières positions ; les points C', G" décriront 
des arcs de cercle dans les plans verticaux dont les traces ho- 
rizontales sont G de, G'fc; ces arcs auront pour centres d, f, 
et pour rayons dC', (G'. 

Lorsque les plans ASC', BSC" sont relevés, les points C', C" 
coïncident avec le point C de l’arête SC dans l’espace ; par con- 
séquent l’intersection c des droites C'd, C'y représente lapro- - 
jection horizontale de G. 

La droite Ce étant perpendiculaire au plan horizontal, on 
voit que les droites C d, C/sont perpendiculaires sur les arêtes 
SA, SB ; il en résulte que les angles rectilignes C de, C/e sont 
les mesures des dièdres que les plans CSA, CSB font avec le 
plan horizontal. ASB. 

Or, les angles C de, C/e appartiennent à des triangles rectan- 
gles C de, C/c, qu’il est facile de construire, puisque l’on con- 
naît les côtés cd, c/’ et les hypoténuses Cd, Cf, qui sont égales 
aux droites C'd, C'f. Pour trouver les rabattements deces tri- 
angles |ur le plan horizontal, on élève au point c des perpen- 
diculaires cg, ch aux droites cd, cf, et des points d, f, comme 
centres, on décrit, avec dC', fC" pour rayons, des arcs de cer- 
cle qui rencontrent les perpendiculaires cg, ch aux points g, h. • 
En menant les droites gd, hf, on aura les angles rectiligne^ 
gdc, A/c, qui représentent l«s inclinaisons des faces CSA, CSB 
sur la face ASB. 
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La troisième inclinaison pourrait être déterminée par une 
construction entièrement semblable à celle que l’on vient 
d’indiquer, mais on l’obtiendra plus simplement par le 
moyen suivant. Au point G de l'arête SC, menons un plan 
perpendiculaire à cette droite, il coupera les faces CSA, CSB, 
suivant deux droites perpendiculaires à CS, et dont l’angle 
♦ sera la mesure de l’inclinaison SC. Lorsque les plans ASC,. 
CSB sont rabattus sur le plan horizontal, les deux perpendi- 
culaires à la ligne SC coïncident avec les droites C'm, C"«, 
qui forment des angles droits avec SC', SC", et les points m, n 
sont les traces horizontales des deux perpendiculaires à l'a- 
rête SC au point C. Il en résulte que la droite mn est la trace 
horizontale du plan perpendiculaire à l’arête SC. Si nous 
rabattons le plan mCn sur le plan horizontal, en le faisant 
tourner autour de la droite mn, le sommet C du triangle 
mCn vient se placer sur le plan horizontal en un point dont 
les distances à m et n sont égales à mC!, nC"; donc, si l’on 
décrit des points m et n comme centres avec mC’, nC" pour 
rayons ,des arcs de cercle, le point C h où ils se coupent sera le 
rabattement du point C; et par conséquent mC h n représente 
l’angle cherché. 



Première remarque. Les constructions qui viennent d,’êtj;e 
faites donnent lieu à plusieurs vérifications ; 

1°. Les droites cg. ch doivent être égales entre elles, car 
chacune d’elles représente le rabattement de la verticale cC 
sur le plan horizontal. 

2". La ligne S c est perpendiculaire à mn, car cette droite 
est la projection horizontale de l’arête SC, perpendiculaire au 
plan mCn, dont la trace horizontale est mn. 

8°. La droite Sc prolongée passe par le sommet? C,,. En 
effet, la droite Co étant perpendiculaire à mn. doit se rabattre 
sur le prolongement de la droite co, qui est aussi perpendi- 
culaire à mn. 

• ***,«•' v • 

Seconde remarque. Pour que le problème proposé soit 
possible, il faut et il suffit que le point c soit dans l’intérieur 
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du cercle décrit du point S, comme centre avec SG' pour 
rayon ; on reconnaîtra facilement que cette condition sera 
remplie lorsque le plus grand des trois angles plans donnés 
sera moindre que la somme <J es deux autres, et la somme des 
trois, plus petite que quatre angles droits. 

Si deux des faces sont égales, les dièdres opposés à ces faces 
sont égaux, et réciproquement. 

PROBLÈME II. 

' * * 

•50. Étant données deux faces d'un angle solide triédre cl 
leur inclinaison, trouver la troisième face cl les deux autres 
inclinaisons. 

Supposons encore que l’une des deux faces données, BSA 
{ftg. 139), soit située sur le plan horizontal-, et désignons 
par ASC’ le rabattement de la seconde face donnée, sur le 
même plan. 

* Prenons sur SC' un point quelconque C', que nous consi- 
dérerons comme le rabattement d’un point C de la troisième 
arête ; si l’on abaisse du point G' la perpendiculaire C'd sur 
SA, te projection horizontale de C se trouvera en un point c 
sur le prolongement de cette perpendiculaire, et en joignant 
dans l’espace le poirit 0 au point d, on aura un triangle rec- 
tangle Ccd, dans lequel rhyjïbténuéfi Cd est égalé à dC'.et dont 
l’angle aigu Gdc est l’inclinaison donnée. Pour trouver le ra- 
battement de ce triangle sur le plan horizontal, menons par le 
point d uuc droite dg, égale à dG', et qui forme ayec de un angle 
gdc, égal à l’inclinaison donnée, et abaissons du point g une 
perpendiculaire gc sur de. Le pied c de cette perpendiculaire 
’ est la projection horizontale du point e. Si nous menons main- 
tenant du pointe une perpendiculaire c/’sur SB, et que nous 
la prolongions jusqu’à ce qu’elle rencontre én C" la circon- 
férence décrite* du point S avec SC' pour rayon, le point G" 
sera le rabattement du point G, lorsque le plan BSC aura 
tourné autour de sa trace BS pour se rabattre sur le plan ho- 
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rizontal. Si l’on joint le point G" au point S, l’angle C"SB re- 
présentera la troisième face du trièdre. 

On a vu dans le numéro précédent comment on trouve les 
inclinaisons quand les faces sont connues. 


PROBLÈME III. 

I ' ' 

151 . Étant données deux faces ASB, ASC ( (ig . 140), d’un 
angle trièdre , et l’inclinaison SB opposée à l’une d’elles, trouver 
la troisième face. 

Supposons que l’angle ASB soit situé dans le plan horizon- .>■ 
lal, et prenons pour ligne de terre la droite xy, perpendicu- 
laire à l’arête SA. Si l’on fait au point S l’angle ASC" égal à 
la face ASC donnée, la droite SC" sera le rabattement de la 
troisième arête SC, lorsqu’on aura fait tourner le plan ASC 
autour de SA, pour le rabattre sur le plan horizontal de pro- 
jection. 

La trace verticale C de la troisième arête stl doit appartenir 
à la trace verticale d’un plan BSC, qui forme avec le plan ho- 
rizontal un angle égal à l’inclinaison donnée. Cherchons d’a- 
bord la trace verticale de ce plan ; à cet effet, menons par le 
point A un plan perpendiculaire à SB; sa trace horizontale est 
la droite Ad, perpendiculaire à SB : sa trace verticale, A g est 
perpendiculaire à la ligne de terreau point A; il coupera iè plan 
cherché suivant une droite qui fera avec dA un angle égal à 
l’inclinaison donnée. Si l’on fait tourner le plan gXd autour de 
g A pour le rabattre sur le plan vertical, Iè point d viendra se 
placer sur la ligne de terre eu d', à une distance de A égale à 
Ad. Par conséquent, si l’on mène par le point d' la droite 
d'K, qui fasse avec d'A l’angle Kd'A égal à l’inclinaison don- 
née, le point K où celte droite coupe A g sera la trace verticale 
de l’intersection du plan g Ad avec le plan cherché ; en joi- 
gnant le point B au point K, on aura la trace verticale du plan 
demandé. 

Cela posé, observons que la distance du point A à la trace 
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verticale C de la troisième arête du trièdre doit être égale à 
AC”, car les triangles rectangles SAC", SAC, sont égaux 
comme ayant un côté de l’angle droit SA commun, et un an- 
gle aigu égal. La trace verticale de l’arête SC se trouvera donc 
à l’intersection de la droite BK et de la circonférence décrite # 
du point A comme centre, avec AC’’ peur rayon. Soit C un des 
points d’intersection; pour trouver le rabattement de l’angle 
BSC, abaissons Ce perpendiculaire à la ligne de terre, et cf 
perpendiculaire à SB; décrivons ensuite du point B, comme 
centre, avec BC pour rayon, une circonférence qui rencon- 
. trera la droite cf prolongée au point C h : joignant le point C,, 
au point S, on aura un angle BSC h égal à la troisième face du 
trièdre. 

La circonférence décrite du point A comme centre, avec 
AG" pour rayon, rencontre la droite BK en un second point 
C' (fig. liO), qui peutdonnerune seconde solutioniftu problème ^ 
proposé. Le rabattement de l’angle BSC' sur le plan horizontal % 
est BSC',„ de sorte que l’on trouve deux angles BSC,,, BSC' U , 
qui répondent à la question proposée. 

Eu général, pour déterminer la trace verticale de la troi- 
sième arête, on a à construire ün triangle BAC dans lequel on. 
connaît les longueurs AC" et AB de deux côtés, etl’angle ABK 
opposé à l’un d’eux. 

Ce problème ayant été discuté d’unç manière complète dans 
les éléments de la géométrie, nous, Croyons inutile d’entrer ici 

dans de plus grands détails. * 

' ’ . * . ? ‘ 

Remarque. Le trois droites SC", SC h , SC' h , sont égales, car 
chacune d’elles 'représente le rabattement de SC. À 

153 . Cas particulier. 

*'■ 

La face ASC" (fig. 141), opposée à l’inclinaison donnée SB, 
est un angle droit. 

s ’ . * -, ■ 

La troisième arête SC, qui forme avec SA un angle droit, 
sera parallèle au plan vertical de projection, par conséquent 
elle sera parallèle à la trace verticale BK du plan SBC ; en ra- 
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battant ce plan SBC sur le plan horizontal de projection, le 
point K coïncidera avec le point K,„ et la droite BK se rabattra 
suivant BK h . En menant par le points une parallèle SC^ à BJ\ U , 
on aura le rabattement de la troisième arête du trièdre : doqc 
l’angle BSC b représente la troisième face. 

; . > 

> 7 . • 

• » ** 

L ? " 

PROBLÈME IV. 

• > . . * .v Yty 

153 . Circonscrire une sphère à une pyramide triangu- 
laire donnée. ' ■ 

On a vu dans les éléments de la géométrie que le centre de 
la sphère circonscrite à un tétraèdre est le point d’intersection 
de trois plans perpendiculaires aux milieux' de trois arêtes 
de la pyramide, non situées dans un même plan 1 . ‘Nous 
aurons par conséquent à déterminer les projections du point 
de rencontre de trois plans perpendiculaires aux milieux de 
trois arêtes partant d’un même sommet. 

Afin de simplifier les' constructions, nous supposerons que 
Jfune des faces de la pyramide, considérée comme base, est 
située sur le plan horizontal, et nous prendrons pour plan 
vertical de projection un plan parallèle à l’une des trois arêtes 
menées du sommet de la pyramide aux trois sommets de la 
base, — ■ 

Soit ABC (ftg. 142) la base de la pyramide, située sur le plan 
horizontal, nommons S le sommet de cette pyramide, et sup- 
posons qu’on ait pris le plan vertical parallèle à l’arête SA ; la 
ligne de terre xy sera parallèle à la projection horizontale s A 
de SA ; la projection verticale du sommet S sera d’ailleurs un 
point s', situé sur une perpendiculaire à la ligne de terre, 
menée par le point s. 

Par les points milieux g , l, des arêtes AB, AC, menons des 
plans perpendiculaires à ces droites. Les traces horizontales 
de ces plans seront les droites go, lo, perpendiculaires à AB, 
AG, sur le plan horizontal ; ces plans se couperont suivant 
une verticale passant par le point o, qui devra contenir ie 
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centre de la sphère. Par conséquent, le point o représente la 
projection horizontale du centre de la sphère. Cela posé, me- 
nons par le milieu (m, m'), de l’arête AS, un plan perpendicu- 
laire à cette droite ; sa trace verticale sera une perpendiculaire 
m'k' à a' s', projection verticale de AS, et au milieu m’ de a's'; 
ce plan sera perpendiculaire au plan vertical, et devra conte- 
nir le centre de la sphère. Par conséquent, la projection ver- 
ticale de ce centre sera située sur la trace verticale du plan ; 
il en résulte que si l’on abaisse du point o une perpendiculaire 
sur la ligne de terre, le point o' auquel elle rencontrera la 
perpendiculaire m'k' sera la projection verticale du centre ne 
la sphère. , * ; 

Pour obtenir le rayon OA de la sphère, on observera que 
ce rayon OA est l’hypoténuse d’un triangle rectangle OoA, «* 
dont les côtés de l'angle droit sont oA et la verticale O o, qui 
est égale o'f. Il s’ensuit que ai nous prenons sur la ligne de 
terre, la distance fa” égale à oA, la droite o'a" représentera la 
grandeur du rayon dé la sphère. < 

■ -• r 

' - * ’ PROBLÈME V. 

t r. ■ . 

154 . Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire 
donnée. , < - * 

Nommons A, B, C, D, les quatre sommets de la pyramide; 
si l’on mené par les côtés AB, AG, BC, de l’une des faces 
triangulaires ABC, des plans divisant en deux parties égales 
. les«dièdres formés par cette face «avec les trois autres, les trois 
plains bissecteurs se couperont en un point O qui sera le 
centre de la sphère inscrite dans la pyramide. Cette proposi- 
tion étant connue, nous ne rappellerons pas ici sa démons- 
tration. 

D’après cela, on voit comment les projections du centre de 
la sphère peuvent être déterminées lorsque les quatre som- 
mets de la pyramide sont donnés par leurs projections. En 
elfet, on pourra d’abord trouver les traces des quatre plans 
g. et i;.\ ' - J • 7 
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I < 1 

DAB, DAC, DBG, ABC, puisque trois points de chacun de ces 
plans sont donnés. On déterminera ensuite les traces des plans 
qui divisent en deux parties égales les inclinaisons de DAB. 

DAC, DBG sur ABC; alors, il ne restera plus qu’à détermi- 
ner les projections du point commun aux trois plans bissec- 
teurs. 

La solution générale de la question proposée dépend donc 
de trois problèmes que nous avons déjà traités. Mais, ou 
simplifie les constructions en supposant que Tune des faces 
de la pyramide : ABC, par exemple, soit placée sur le plan 
horizontal; dans ce cas particulier, on obtiendra les projec- 
tions du centre O de la sphère, au moyen des considérations 
suivantesi 

v Nommons d, d' ( fig . 143) les projections du sommet, D. de 
la pyramide dont la base ABC est située sur le plan honrizon- 
tal. Pour trouver les dièdres qâe la base ABC forme avec les 
trois autres faces de la pyramide, abaissons du point d des 
perpendiculaires dn, dm, dl, sur les côtés AG, CB, BA, et 
concevons qu’on ait mené les droites de l’espace Dn, Dm; D/, 
_Dd, il en résultera des triangles rectangles Ddn, Ddm, D dl, 
dans lesquels les angles Dnd, Dmd, DW, opposés au côté De/, 
seront les mesures des dièdres que l’on cherche. Or, la droite 
Dd étant égale à la distance d'i de la projection verticale d ' à 
la ligne de terre, si l’on prend à partir du point i, sur la ligue 
de terre, les distances in', im', il', respectivement égales aux 
perpendiculaires dn, dm, dl, en menant les droites d'n', d m', 
d'V, ou formera des triangles rectangles d'in , d'im ', d'il', qu i 
seront égaux aux triangles -Dd*», Ddm, Ddl. Par conséquent, 
les angles d’n'i, d'm’i, d'I'i représenteront les dièdres cher- 
chés. 

De là, nous concluons que les bissectrices des angles d'n'i, 
d'm'i , d'I'i font avec la ligne de terre des angles rectilignes 
qui sont les mesures des. dièdres que les plans bissecteurs 
OAG, OGB, OBA, forment avec la base horizontale ACB. 

Gela posé, menons un plan parallèle au plan horizontal de 
projection, à une distance quelconque ; la trace horizontale 
de ce plan sera une droite. cc'y' parallèle à la ligne xij. Et 
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supposons qu’ayant joint le centreO de la sphère inscrite aux 
trois sommets A, B, G, on prolonge les droites OA, OB, OC. 
jusqu’à ce qu’elles coupent le plan x'y' en des points que 
nous nommerons E, F, G. Si l’on connaissait les projections c. 
e’; S' ces trois points, le problème proposé serait 
immédiatement résolu; car en menant les droites eA, /B, g C, - 
on aurait les projections horizontales des droites de l’espace 
EA, FB, GC, qui contiennent le centre O de la sphère; par con- 
séquent, les projections eA, /B, </C, prolongées, doivent se 
couper en un point o, qui sera la projection horizontale de ce 
centre. ' t " ' ; 

On obtiendrait de même la projection verticale, o\ du 
centre de la sphère, en joignant les points e', f, g', aux pro- 
jections verticales a', b', c \ de A, B, C, par des droites e!a',fb', 
g' c', que l’on prolongerait jusqu’à ce qu’elleS se coupent. 
Tout se réduit donc à déterminer les projections des points E, 
F, G. 

Pour trouver ces projections, observons que les droites EF, 
FG, GE, sont parallèles aux côtés AB, BG, GA, comme inter- 
sections des plans horizontaux x'y', xy, par les trois plans 
bissecteurs OAB, OBG, OGA. Les projections horizontales des 
droites EF, FG, GE, seront donc elles-mêmes parallèles au\ 
(fjtés du triangle ABC; et, par Conséquent , elles seront 
déterminées lorsque l’on connaîtra leurs distances à ccs 
côtés. 

* Or, il est facile de reconnaître que la distance de la projec- 
tion horizontale de EF à la droite AB est représentée par un 
des côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle, dans lequel 
l’autre côté de l’angl# droit est égal à la. distance des plans 
horizontaux x'y', xy, et l’angle aigu opposé à ce dernier côté 
est la mesitre du dièdre que le plan bissecteur OAB forme 
avec le plan horizontal ABG. 

Il s’ensuit que si l’on prolonge la bissectrice de l’angle 
^ mil'i jusqu’à ce qu’elle rencontre en un point p' la droite 
ot qu’on abaissé ensuite pV, perpendiculaire à xg, le 
côté i'r du triangle rectangle f pV représentera la distance 
de la projection horizontale de EF à la droite AB. On ubtion- 
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dra donc cette projection horizontale, en prenant sur le pro- 
longement de la droite dl perpendiculaire sur AB une dis- 
tance Ir égale à 2V, et en menant par le point r une parallèle 
à AB. 

De même, pour trouver les projections horizontales des 
droites FG, GE, on prolongera d’abord les bissectrices des 
angles d'm'i, d'n'i, -jusqu’à ce qu’elles rencontrent ‘x'y' en 
. des points V, q\ On mènera ensuite les perpendiculaires l’k'\ 
q's' à la ligne de terre ary ; ce qui donnera les triangles rec- 
tangles m'I'k', n' q's', dans lesquels les côtés m'k', n's' seront 
les distances de BC, CA aux projections horizontales de 
FG, GE. ■ 

En prenant sur les prolongements des droites dm, du, per- 
pendiculaires àBC, CA, les distances mk, ns, égales à m'k', n's', 
et menant par les points k, s, des parallèles à BC, CA, on aura 
les projections cherchées. 

Les points e, f, g. auxquels se coupent les projections des 
droites EF, FG, GE, seront les projections horizontales des 
points E, F, G. 

En joignant les points e, f, g, aux sommets A, B, C, du 
triangle ABC, oit aura trois droites ék, fB, gC, qui devront 
se couper en un point o, projection horizontale du centre de 
la sphère. . 

Si l’on mène les perpendiculaires ce', ff', gg', h la droit© 
x'y', les pieds e’,’ f, g' de ces perpendiculaires seront les pro- 
jections verticales des points E,F, G. Les droites ca'Jb'.g'c' 
représenteront les projections verticales des arêtes EA, FB,* 

GC; donc e'a', f’b', g'ti se couperont en umpoint o', qui sera 
la projeçtion verticale du centre de la sjdière. 

La perpendiculaire o'h, abaissée.du point o' sur la ligne de 
terre, est égale au rayon de la sphère inscrite dans la pyra- 
mide ; car la droite o'h est égale à la distance du centre O, au 
plan horizontal qui est tangent à celte sphère* 

' y , y . . ' . ^ * 
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PROBLÈME I. 

tu % 

155 . Par trois points donnés, non en ligne droite, faire pas- 
ser une circonférence. 

C’est-à-dire déterminer les projections du centre et le rayon • 
de la circonférence menée par ces points. Soient A, B, C, les 
trois pointsdonnés; déterminons (n°8<i) le plan m'*in(fig. 144) 
de ces points. . 

Menons par les points (a, a'), [b, b'), (c, c') des droites paral- 
lèles à la trace horizontale «m ; ces droites, qui seront conte- 
nues dans le plan donné, couperont le plan vertical de projec- 
tion en des points D, E, F, situés sur lajtrace verticale a m\ 

Cela posé : par le moyen connu, rabattons m'nn sur le 
plan horizontal; les trois droites horizontales contenues dans 
le plan donné, et passant par les points A, B, C, viendront 
coïncider avec les droites D ll r' ll , E h p' h , F parallèles à <xm; 
on supposant aD = aD h , aE=«E h , «F=aF b . Abaissons main- . 
tenant des points a, b, c , des perpendiculaires àam, elles ren- 
contreront les droites D h r' h , E,,p' h , F h q' h en des points A,;, B h , 
C„, qui représenteront les rabattements de A, B, C, sur le 
plan horizontal. 

Le centre O* de la circonférence passant par A h , B,,, C„sera 
le rabattement du centre O, de la circonférence qui passe, 
dans l’espace, par les points A, B, C. Pour déterminer les 
projections du point O h relevé menons la droite C^G,,, parallèle 
àam. Les projections de la droite O u G h relevée seront g's, G.s'. 

Si du point 0„ nous abaissons sur un une perpendiculaire, 
elle coupera g's en un point o qui sera la projection hori- 
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zontale de O,, relevé, c’est-à-dire du point O de l'espace, centre 
de la circonférencepassant par les trois points donnés A, B, O. 
On aura la projection verticale o' du point O, en menant du 
point o une perpendiculaire à la ligne de terre, que l’on pro- 
longera jusqu’il ce qu’elle rencontre la droite Gs', projection 
verticale de l£ droite O h G,„ relevée. 

S^t’én joint le poi«t (o, o 1 ) à l’un des trois points donnés, 
on aura les projections de l’un des rayons de la circonfé- 
rence de l’espace. 

V . . 

. * ' i ■ , * . • ; 

PROBLÈME II. 

15ft. Par un point donné hors d’une droite , mener, une 
droite qui fasse avec la première un angle égal à %in angle 
donné. . - . 

Soient ab, a'b' [fig. 145), les projections de la droite don- 
née AB; et c, c', les projections du point donné. Nous ferons 
passer un plan m'oan par la droite AB et le point C; nous 
rabattrons ensuite le plan m'am sur le plan horizontal, la 
droite AB .viendra coïncider avec la droite IIV,„ et le point C 
avec C h . » 

Menons par C* les droites C h L h , C,,G h , qui fassent avec HV* 
des angles égaux à l’angle donné. Ges droites représenteront 
les rabattements de deux droites CL, GG, de l’espace, for- 
mant avec AB l’angle donné. Si l’on relève le plan, la droite 
LfcC,, relevée aura pour projections Fc, fc', et coupera la droite 
(ab, a’b') au point (1, V) ; la seconde droite G h G(, relevée se 
projettera suivant Ec, e’c', et rencontrera (ab. a'b') au point 

(9,9')- ", • 

Le problème admettra deux solutions lorsque l’angle donné 
ne sera pas droit. On peut, au moyen de la construction qüe 
nous venons d’indiquer, déterminer lès projections d’une 
perpendiculaire à AB, menée par le point donné. 
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PROBLÈME III. 


© 


157 . Par un point donnée mener une droite qui fasse avec 
les plans de projection des angles donnés. 

A 

Nommons (c, c') [fig. 146) le point donné, et a, 6, les angles 
que la droite demandée doit faire avec le plan horizontal et 
le plan vertical de projection. • 

Prenons sur le plan vertical un point quelconque A ; la 
question se réduit à mener par ce point A une droite qui 
forme avec les plans de projection des angles a, 6 ; car, si cette 
droite était déterminée, en lui menant une parallèle par le 
point (c, c') la question proposée serait résolue. 

Supposons donc qu’on ait mené par le point A une droite 
AII formant avec ses projections «H, AA', des angles égaux 
il a et 6. Dans le triangle rectangle AaH, on connaîtra le côté 
Aa et l’angle Alla qui lui est opposé. Pour trouver la lon- 
gueur de ali, il suffira de mener par le point À, sur le plan 
vertical, une droite AD qui forme avec A« un angle complé- 
mentaire de a; la droite aD seraégaleàaH, et par couséquent, 
si l’on décrit sur le plan horizontal une circonférence ayant 
pour centre a, et pour rayon aD, elle contiendra le point H. 
Remarquons maintenant que dans le triangle rectangle AA'H, 
on connaît l’hypoténuse AU qui est égale ii AD, et l’angle A' AH 
égal à 6; donc, si nous prenons un point quelconque Esur la 
ligne de terre, et que nous menions une droite EF égale à AD, 
et qui forme avec la ligne de terre un angle FEa: égal à 6 ; la 
distance du point F il la ligne de terre sera égale à HA', d’où 
il suit qu’on aura le point H, en déterminant l’intersection 
de la circonférence aü, avec une parallèle FH à la ligne de 
terre, menée par le point F. En joignant le point H au point 
a, on aura la projection horizontale de la droite cherchée, et 
pouf*uhtenir sa projection verticale il suffira de joindre A au 
point A', pied de lu perpendiculaire menée de II à la ligne de 
terrç! 
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"Remarque. Si la parallèle FH à la ligne de terre coupe 
la circonférence, le problème admettra quatre solutions, car 
les efeüx points d’intersection H, H', déterminent, d’abord, 
deux droites AH, AH', qui satisfont aux conditions du pro- 
blèin e.^t si l’on joint le point A aux points symétriques de 
H, H', par rapport à la ligne de terre, on aura évidemment 
deux autres solutions. 

Lorsque la droite FH est tangente à la circonférence, la 
droite cherchée est dans un plan perpendiculaire à la ligne de 
terre, et dans ce cas, les deux angles a, 6, doivent être com- 
plémentaires l’un l’autre; alors, le problème n’admet plus 
que deux solutions. 

Enfin, si la droite FH est extérieure au cercle, le problème 
<661 impossible. 

PROBLÈME IV. 

15 #. Par un point donné (c, c') {fig. 1û7), mener un plan 
qui forme des angles donnés a, 6, avec le plan horizontal et le 
plan vertical. 

y « 

Si l’on prend un point quelconque A sur le plan verti- 
cal, la question se ramènera à faire passer par ce point 
un plan qui forme avec les plans de projection des angles, 
a, 6 . 

Supposons lé problème résolu. 

Soient 8m et 8m! les traces du plan demandé. Si l’on * 
mène par le point a, projection horizontale de A, deux plans 
AaH, 6aV, respectivement perpendiculaires aux traces 8m, 
8m', les angles AHa, h\a , seront égaux aux angles a, 6. 

Ces deux plans AHa, b\a sont perpendiculaires au plan 
m8m', et se coupent suivant une droite aG, de l’espace, per- 
pendiculaire à mSm'. Cela posé : on connaît dans le triangle 
rectangle AaH le côté Aa et l’angle opposé AHa, qui est égal 
ha. Donc, si l’on mène par le point A sur le plan vertical la 
droite AD, qui fasse avec Aa l’angle aAD, égal au complément 
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on aura aD égal à ali ; et par conséquent la trace hori- 
zontale 3m sera tangente à la circonférence décrite du point a 
comme centre avec aD pour rayon. 

Dans le triangle a(lV, de l’espace, on connaît l’angle aYG, 
qui est égal à 6, et le côté opposé, «fl, égal à la perpendicu- 
a(i', abaissée. du point a sur AD; il en résulte que si l’on 
mène par le point a la droite aF, qui forme avec aü' ün angle 
complémentaire de €, on aura aF égal à aV; de sorte que la 
trace verticale AS sera une tangente menée de A à la circon- 
férence décrite du point a comme centre avec aF pour rayon ; 
si par le point 3, auquel cette trace verticale coupe la ligne de 
terré, nous menons une tangente 3m à la circonférence aD, 
nous aurons là trace horizontale du plan demandé. 

PROBLÈME V. 

150. Connaissant la projection verticale a'b' {fig. 148) d’une 
droite , un de ses points te, e'), l'angle a, qu'elle fait avec le plan 
horizontal, trouver sa projection horizontale. 

Par le point a', intersection de a'b' avec la ligne do terre, 
menons a'm perpendiculaire à la ligne de terre; la trace 
horizontale II de la droite cherchée devra' être située sur 
a'm. Concevons qu’on ait joint le point C au point 11 par une 
droite CH, on aura dans l’espace un triangle rectangle CcII, 
dans lequel on connaît un des 'côtés de l’angle droit Cc=c’o, 
et l’angle aigu CHc = a. Pour construire ce triangle, élevons 
sur oc, au point c, mue perpendiculaire oC,., égale à oc'; et 
menons la droite C,,D, qui forme avec C,,c un angle complé- 
mentaire de a, nous aurons cD = cH. Par conséquent, si l’on 
décrit une circonférence du point c comme centre avec cD 
pour rayon, elle coupera* la droite a'm en des points 11, H', qui 
seront les traces horizontales des droites satisfaisant aux con- 
ditions du problème. •• 

En joignant les points II, II' au point c, on aura les projec- • 

lions horizontales des droites demandées. 

* • ’ . . | 
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PROBLÈME TI. 

ICO. Par un point donné ((i, a') ( fig . lift), mener une droite 
qui fasse avec le plan horizontal un angle a donné , et qui ren- 
contre une droite CD, située dans ce plan. 

• 

Supposons le problème résolu, et nommons H la trâes 
horizontale de la droite cherchée. Si* l’on conçoit le point A 
joint au point H par la droite AH, on aura dans l’espace un 
triangle rectangle Aoll, dans lequel on connaît le côté Aa. 
égal à a'o, et l’angle Alla, qui est égal à <*. Pour construire 
ce triangle, menons h oa la perpendiculaire aA,„ égale à a'o; 
et faisons au point A h l’angle aA h F, complémentaire de a. In 
droite aF est égale à ail, et par conséquent le point H se 
trouve à l’intersection de la droite CD, et de la circonférence 
décrite du point a comme centre avec inF pour rayon. 

En joignant le point H au point a, on aura la projection 
horizontale de la droite cherchée ; pour avoir sa projection 
verticale a'A', il suffira de joindre le point a' au pied h' de 
la perpendiculaire IIA', menée du point H sur la ligne de 
terre. 

Lorsque la circonférence coupe la droite CD en deux points, 
le problème admet deux solutions ; lorsqu’elle est tangente à 
la droite CD, il n’y a qu’une seule solution. 

Enfin, le problème est impossible lorsque la circonférence 
ne rencontre pas la droite CD. 

* . ' i * ' ' 

PROBLÈME VH. 

• i 

V , ' 

ICI. Par un point (a, a') (fig. loft), mener une dépite qui 
fasse avec un plan donné m a ni , un angle donné S, et qui ren- 
contre une droite Vil donnée dans ce plan. 

*■ \ ' t ■ 

Désignons par F le point auquel la droite cherchée ren- 
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* , , 

contre la droite VH donnée dans le plan, et concevons que, 

après avoir abaissé du point A la perpendiculaire AP sur le 
plan, on .ait joinfle point P; pied de cette perpendiculaire, au 
point F. Dans le triangle rectangle APF, on connaîtra l’angle 
AFP = 3 et la longueur de AP ; il sera donc fbeile de trouver 
la grandeur du côté PF ; et çn décrivant dans le plan donné 
une circonférence ayant le point P pour centre et un rayon 
égal à PF, les points d’intersection de cette circonférence ayec 
la droite VH seront les points auxquels la droite VII eât ren- 
contrée par les droites, qui satisfont aux conditions du pro- 
blème. Nous allons appliquer la méthode des projections aux 
constructions précédentes. . 

Les projections de la perpendiculaire, abaissée du point 
A sur le plan, sont les droites ag, a'g', perpendiculaires 
sur cnn, o m'; le pied, P, de la perpendiculaire a pour pro- 
jections p, p', et la longueur de cette perpendiculaire est 
pP'. Élevons sur pP' la perpendiculaire P'F", et par le point 
p menons la droite pF", qui fasse avec pP' l’angle P'pF", 
Complémentaire de 3 : le triangle P'pF" sera égal au triangle 
de l'espace APF ; de sorte que P'F" représente la grandeur 
de PF. 

Gela posé, rabattons le plan tn'am sur le plan horizontal de 
projection, la droite IIV coïncidera avec IlV b , et le poiirt P 
viendra se placer en P h ; par conséquent, si nous décrivons du 
point P» comme centre, avec P'F" pour rayon, une circonfé- 
rence, les points F h , F h ', auxquels elle coupe la droite HA'*, 
représentent les rabattements des points d’intersection de 
la droite A'H et de la circonférence décrite du point P comme 
centre, avec PF pour rayon. Or, le point F h relevé a pour pro- 
jections f, f; donc, si nous joignons les points f, f', aux points 
a, a', nous aurons les projections a/ 1 , a'f, d’une droite satis- 
faisant au problème proposé. 

Lorsque la circonférence décrite du point P h comme centre, 
coupe HA r ,, en deux points F h , F h ', le problème admet deux 
solutions. 

Si cette circonférence est tangente à Tl V„. il n’v a qu’une 
solution. * 
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Enfin, si la circonférence ne rencontre pas 11 Y h , le problème 
est impossible. # 

*» . , - . 

PROBLÈME VIII. 

■» • ' 

1G3. Mener un pian parallèle a un plan donné ani (ftg. lot), 
el qui en soit à une distance donnée m. 

Menons up plan Vvll perpendiculaire à la trace bori- 
zontale a a : ce plan sera perpendiculaire au plan a'na, et le 
coupera suivant la droite VH. Il sera donc perpendiculaire 
au plan demandé, et le rencontrera suivant une droite 
parallèle à VH ; la distance des deux intersections sera égale 
à m. 

Cela posé, rabattons le plan VvH sur le plan horizontal île 
projection; la droite VII de l’espace se rabattra suivant HV,,. 
La perpendiculaire, abaissée de r sur VII, coïncidera avec «P,, 
perpendiculaire à 11V U . 

Si, maintenant, nous prenons à partir de 1b, les distances 
P h F b , P h D/, , égales à m, et que nous menions par les points 
F;,, D/„ les droites F i,g, D /,/, parallèles à IIV*, ces droites se- 
ront les rabattements des intersections du plan VvH, avec 
les plans parallèles au plan ay.a', et menqs à une distance 
m de acta'. Les points g et l seront donc des points appar- 
tenant aux traces horizontales des plans qui satisfont aux 
conditions du problème. Par conséquent, en menant par 
les points g, l , des parallèles 6 6, 8d, à *a, on au^i les traces 
horizontales des plans demandés; les traces verticales se- 
ront les droites 66', 3 d\ menées par les points 6, 3, parallèle- 
ment à ata'. 

- : i ,• ‘ * *. « ' 

.• PROBLÈME IX. . 

• • / * 5 » . 

* 

1C3. Par une droite donnée («b, a'b') (ftg. 152), faire passer 
un plan m'am, qui forme avec le plan horizontal Un angle 
donné 3. 


* « » 
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Supposons le problème résolu, et menons par le point v, 
projection horizontale de la trace verticale Y, de la droite don- 
née, une perpendiculaire vT' sur la trace horizontale a m du 
plan. Si l’on conçoit que le point Y soit joint à T' par une 
droite, ou aura dans l’espace un triangle rectangle YoT', 
dans lequel on connaît le côté Vu et l’angle VT'v, qui est égal 
à o. 

Pour construire ce triangle, faisons l’angle vYT égal à 
(S)0° — o) ; la distance «T sera égale à vT'. et par conséquent, 
on obtiendra la trace horizontale du plan demandé en menant * 
par le point H, trace horizontale de la droite donnée, une tan- 
gente T'H* à la circonférence décrite du point v comme ren- 
tre, avec vT pour rayon. ' . ,’ 

Si nous joignons maintenant le point a au point V, nous 
aurons la trace verticale du plan demandé. 

Discussion. Lorsque l’angle ou 8 est plus grand que 
l’angle YHw, on a oT<eII ; le point H est alors, extérieur au- 
cercle t’T : on peut donc mener de ce point deux tangentes à 
la circonférence, et par conséquent, le problème admet deux 
solutions. ' ' . ‘ . • 

Si l’angle 8 ==\ v Hü, on a vT — vif ; le |>oint H appartient à 
la circonférence : dans ce cas, on ne peut mener qu'une tan- 
gente tà la circonférence, par le point II : il n’y a donc qu’une 
seule solution. * 

Enfin, lorsque 8 est plus petit que l’angle VIIo, le point. H 
est situé dans l’intérieur du cercle uT, et le problème est 
impossible. 

T* 

PROBLÈME X. 

\ • . . 

ICI. Par une droite VH (lîg. 1Ü3), donnée dans un plan 
m'am, mener un second plan qui fasse avec le premier un angle 

donné 3. * 

; 

Supposons le problème résolu, et nommons 6b, 6b’ . les tra- 
ces du plan cherché. Par un point quelconque P de la droite 

' « . * • t 
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VH, concevons un plan perpendiculaire à cette droite, la trace 
horizontale de ce plan sera perpendiculaire à la projection ho- 
rizontale «H de VH on un point o. Nommons E, F les points 
auqtfels cette trace horizontale coupe les droites a ni, ëb; l’an- 
gle EPF sera égal à l’angle donné. Cela posé, en rabattant le 
• plan V«H sur le plan vertical de projection, en le faisant tour- 
ner autour de sa trace verticale \V, les points o et H coïnci- 
deront avec les points o', H', situés siii’ la ligne de terre à des 
distances deu égales à vo, vil, et la droite oP, perpendiculaire 
à VH, se placera sur o'P', perpendiculaire à VH'. Il en résplte 
que si l’on prend sur oH une longueur ol 1 ,, égale à o'P', le point 
P h représentera le rabattement du point P sur le plan hori- 
zontal, lorsqu’on aura fait tourner le plan EPF autour de sa 
trace EF pour le rabattre sur le plan horizontal de projection. 
Par conséquent, si l’on mène P,,F, qui fasse avec El’ h un angle 
égal. «à l’angle donné, l’ intersection F de cette droite avec la 
J%iie bo sera la trace horizftitalc de la droite PF de l’espace. 
Enjoignant le point F au, point H, on aura la trace hori- 
zontale du plan demandé ; la droite Y6, menée du point V au 
point ë f intersection dé I1F avec la ligne de terre, sera la trace 
«tffeîcfele de ce plan. 

^Lorsque l’angle donné n’est pas droit, on peut mener par le 
point P h une seconde droite P„G qui forme avec P,,E un angle 
égal à l’angle donné ; cette droite coupe Eu en un point F', qui 
détermine un second plan HF'oV, satisfaisant aux conditions 
du problème. 






PKOHEEME XI. 


IG5. Par une ilroilc (od, c’d') (/ig. lai), mener un plan 
qui fause avec un plan donné main' un angle égal à un angle 
donné. ‘ 

t • ’ . i_ • • ... . ' . *. . * 

Avant d’appli(|uer la méthode des projections à la résol utioh 
de ce problème, expliquons les constructions qu'on aurait à 
faire dahs l’espace. 

Soit CD (Jig. t'U bis) la droite donnée qui-rcucontre lé plan 
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m'am au point D ; menons une perpendiculaire HP à ce plan 
d’un point quelconque H, de CD, et en supposant le problème 
résolu, abaissons du point P une perpendiculaire Pr à la 
droite DT, intersection du plan m'am avec le plan cherché; Si 
l’on mène la droite llr, elle sera perpendiculaire sur DT, et par 
conséquent l’angle HrP sera égal à l’angle donné. Dans le 
triangle rectangle HPr, on connaîtra le côté IIP, et l’angle 
HrP opposé à ce côté, -ce triangle sera donc déterminé et on 
connaîtra la longueur de Pr, , 

Il en résulte que la droite DT est tangente à une circonfé- , 

redee décrite dans le plan m'am du point P, comme centre 
avec un .rayon égal à la ligne Pr qu’on a déjà déterminée ; le 
plan demandé est alors déterminé, puisque l’on connaît deux 
droites DT,* DG situées dans ce plan. 

* » c » , \ * i, ' - ' 

*1 ‘ .. » ' * ' . f 1 

\ > v V . DISCUSSION. 

Lorsque l’angle donné HrP sera plus grand que l’angle HDP, 
formé par la droite CD avec le plan m'am, le point D sera situé 
1(01*8 du cercle, dont le rayon est Pr. Ou pourra mener par le 
point D deux tangentes à la circonférence, et le problème ad- 
mettra deux solutions. ■*. 

- < V v 

Si l'angle HrP est égal a l’angle HDP, le point D appartien- 
dra à la circonférence dont le rayon est Pr et dans ce cas, il 
n’y aura qu’une solution. 

Enfin, si l’angle donné HrP est plus petit que HDP, le 
point D sera intérieur ad cercle et le problème n’admettra 
aucune solution. 

Revenons maintenant a la méthode des projections. 

La droite (ctf, c'il') (/ ïg . Hit) coupe le plan m'am au point 
(d, d’); les projections de la perpendiculaire au plan m'am 
menée par la trace horizontale de la droite [cd, c'd'), sont 
Hp, h'p’ ; le pied, P, de cette perpendiculaire a pour projec- 
tions p, //. 

La grandeur de la perpendiculaire HP est représentée par 

p'o, - . 

>*• . . < 
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Dans le triangle rectangle j/or, l’angle aigu op'r est égal au 
complément de l'angle donné; la droite or représente donc la 
distance (lu point 1» à l’intersection du plan ni vin avec le plan 
cherché. , . , 

Si nous rabattons le plauma’m sur le plan horizontal, les 
points P, D, viendront coïncider avec P h . D h ; menons du 
point D h deux tangentes D,,T\ D h T' à la circonférence décrite 
de P h comme centre avec or -pour rayon; chacune de ces tan- 
gentes représente le rabattement d’une droite qu’on peut 
considérer comme étant l’intersection du plan m'«.m avec le 
plan demandé. Si l’on joint le point II aux points H', H" in- 
tersections des deux tangentes avec o an, on aura les traces 
horizontales de deux plans satisfaisant aux conditions du 
problème. • 

Pour avoir les traces verticales de ce^ plans, il suffira de 
joindre la trace verticale V de CD aux points 6, 8, intersec- 
tions des droites U H, H"H, avec ,1a ligne de terre.. 

... • V . : v v ./■. . . . '• y •• ' 

. • . . « t i* _ > v % • 

PROBLÈME XII. 

« ... v. , . ' f *■ *• m 

, \ . * * • • , 

Ittü. On donne l'angle de deux droites, leurs projections 
horizontales ab, at ( (ig . 1 üîf), ainsique leurs (races horizon- 
tales H, H' : trouver les projections verticales de ces deux- 
droites. 

Supposarit’le problème résolu, nommons A le point d’inter- 
section de ces droites; on aura dans l’espace un triangle AHH' 
dans lequel on connaît la base 1III', l’angle opposé HA1P, et le 
pied P de la hauteur, situé au point d’intersection de la base' 
■1IH', et de la perpendiculaire abaissée sur cette droite du 
point a. 

Si nous rabattons Ce triangle sur le plan horizontal, le ra- 
battement du point A appartiendra à l’arc d’un segment capa- 
ble de l’angle donné H AH', décrit sur la droite HH' ; le ra- 
battement du point A se trouve encore sur la perpendiculaire 
Ptt prolongée; le point A/,, intersection de l’arc du segment 
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capable et de la perpendiculaire P a, sera donc le rabattement 
du point A. 

La distance aA du point A au plan horizontal sera repré- 
sentée par la droite aA', qu’on obtient en construisant le 
triangle rectangle PaA', dans lequel l’hypoténus# PA' égale 
PA*,; donc, si nous prenons sur le prolongement de ao, per- 
pendiculaire à la ligne de terre, la distance oa' égale à aA', 
le point a' représentera la.projection verticale du point A. Si 
nous unissons le point a' aux points h', h" projections 
verticales de H, H' nous 'aurons les projections verticales 
demandées. 

• . 

» PROBLÈME XIII. 

* ' ’■ - ’ . '• 

• f) ' r 

Ifiï. Trouver sur un plan m'am (fi g. 156), perpendiculaire 
à une droite (cd, c'd’), le lieu des pieds de toutes les droites 
qui, partant d'un point (c, c'), de la droite (cd, c'd'), font avec 
elle un angle donné. J •• • « 

' 1 ’ , * h * ' - * • * 

Soient p, p' les projections du point P, pied de la perpendi- 
culaire (cd, c'd') au plan m«m'. IJ est évident que le lieu géo- 
métrique demandé est une circoq|érence dont le centre est le 
point P, et qui a pour rayon un des côtés de l’angledroit d’un 
triangle rectangle, çlans lequel l’autre côté de l’angle droit est 
la perpendiculaire CP, et l’angle aigu adjacent à ce dernier 
côté est égal à l’angle donné. 

Pour trouver la grandeur de ce rayon, déterminons d’abord 
la longueur kp' de la perpendiculaire CP, et construisons sur 
kp' le triangle rectangle, lcp'f, dans lequel l’angle p'kf est égal 
à Langle donné :1e côté p'f représentera la grandeur du rayon 
dont il s’agit. 

• Pour obtenir les projections d’un point quelconque de la 
circonférence, qui est le lieu géométrique demandé, rabattons 
le plan m'am sur le plan horizontal; le centre P de la circon- 
férence coïncidera avec Pu, .et si de ce dernier point comme 
centre, avec p'f pour rayon, nous traçons une circonférence 
G. et C. 8 
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de cercle, elle représentera sur le plan horizontal le rabatte- 
ment du lieu géométrique demandé. 

En relevant un point quelconque R h , pris sur la circonfé- 
rence dont P u est le centre, nous obtiendrons les projections 
r, r', d’un gpint du lieu géométrique. 

On pourra déterminer les projections d’autantde points que 
l'on voudra dgla circonférence; et, en faisant passer des lignes 
continues par ces différentes projections, on aura les projec- 
tions de la circonférerifc. * 



PROBLÈME XIV. 


16S. Étant données deux droites (ab, d’h') (ac, a'c'), (fiff. 
157), qui se coupent au point (a, a'j : mener par ce point une 
autre droite qui fasse avclf’les deux pi'emières des angles res- 
pectivement égaux à des angles donnés a, ë. 

f , • • m 

Supposons le problème résolu, et nommons AF\a droite de- 
mandée; on aura dans l’espace un angle solide trièdre, dont 
les trois arêtes seront AF et les deux droites données AR, AC. 
Dans cet angle solide on connaîtra les trois faces, car les an- 
gles DAF, CAF sont égaux a a et 6, et l’on pont déterminer 
l’angle BAC des deux droites AB, ACdont on a donné les deux 
projections. i • 

Supposons maintenant qu’ayant rabattu sur le plan hori- 
zontal le plan m'«m des droites AB, AC, on mène par le point 
A h , rabattement de A, une droite *A„P qui fasse avec A, .B,,, 
Aj.C,,, rabattements de AB, AC, des angles égaux à a, ë, on 
aura un angle solide trièdre égal à l’angle dont les arêtes sont, 
dans l’espace, AB, AC, AF; car nous savons que deux angles 
solides trièdres sont égaux dans toutes leurs parties, lorsqu’ils 
ont trois faces égales chacune à chacune. 

De là nous conclurons que la projection horizontale A»P' de 
la troisième arête A h P du trièdre, qui a sou sommet au point. 
A h , doit faire avec Aj.B^ A b C b des angles égaux à ceux que la 

• ' 'i V' • * * / ' 
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projection de AF sur le plan des droites AB,* AG, forme avec 
ces deux droites. y 

De plus, si l’on prend sur les droites A b P, AF, des longueurs 
A b P, AF, égales entre elles, la distance du point P au plan 
• horizontal sera égale à la distance du point F au plan mW 
des deux droites AB, AG. 

Cela posé : en faisant l’application de la construction indi- 
quée (n° U9), on trouvera la projection horizontale A* P' de 
l’arête A h P. La distance du point P au plan horizontal sera 
représentée par l’une des deux droites P'G', P'G", égales entre 
elles. 

Si nous relevons le plan mW, les droites A h B h , A b C h coïnci- 
deront avec les droites données AB, AG, et la droite A h P' sera 
la projection de AF sur le plan m'am, le point P' coïncidera 
avec la projection du point F sur le plan mW. 

La droite P'A h prolongée, coupe am en un point H", qui est 
la trace horizontale de cette même droite P'At„ lorsque le 
plan est relevé ; la projection verticale de H", est lt"'; donc les 
projections deA h P' relevée seront aH", a' 

En abaissant de P' une perpendiculaire P ’k sur ««, et la 
prolongeant jusqu’à ce qu’elle rencontre, en p, ail", nous 
aurons la projection horizontale du point P' relevé ; si nous 
menons du. point p une perpendiculaire à la ligue de terre, 
jusqu’à ce qu’elle coupe en p' la droite a’h"\ nous aurons la 
projection verticale du*poiut P' relevé. 

Pour obtenir le point F, il faut, par le point (p, p') élever 
sur le plan m'am une perpendiculaire égale à P’G'; les pro- 
jections de cette perpendiculaire sont les droites pk, p'k ', 
perpendiculaires à am, am' : la trace horizontale de la droite 
,(pk, p'k') est H'". En rabattant sur le plan horizontal le plan 
qui projette horizontalement la droite [pk, p'k'), le point (p, p'J 
coïncidera avec P h , et enjoignant le point P,, à la trace hori- 
zontale H"', on aura le rabattement de- la droite (pk, p'k’) ; 
de sorte que si l’on prend sur P b H'" une distance P b F,„ égale 
à P'G', le point F,, sera le rabattement du point F. La pro- 
jection horizontale £ du point F* relevé s’obtiendra en abais- 
sant F,/ perpendiculaire sur kll"'. et si l’on prend sur la per- 
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pendiculaire fo à la ligne de terre une distance of', égale à F b f, 
on aura la projection verticale du point F; il ne restera plus 
qu’à nieiier les droites af, a’f pour avoir les projections de 
AF. 

(* 

Remarque. Nous avons implicitement supposé dans les 
constructions précédentes, qu’il était possible de former un 
angle solide trièdre, dont les trois faces fussent égales aux an- 
gles a, 6, et BAC ; dans ce cas, le problème proposé admet deux 
solutions, car la droite AF peut avoir deux positions symétri- 
ques par rapport au plan m’am. 

Pour avoir la projection d’une droite AR, symétrique de AF, 
par rapport au plan m'am, nous prendrons sur H"'P h la dis- 
tance P h R h égale P h F u , le point r, pied de la perpendiculaire 
R h r, à kpll'”, sera la projection horizontale de R, symétrique 
de F; et si l’on prend sur ro', perpendiculaire à la ligne de 
terre, la distance oŸ égaie à R h r, le point r' sera la projection 
verticale de R; par conséquent les - droites ar, air' seront les 

projections de AR, symétrique de AF. 

1 

.. - * ' \ ’ t ■ * ' 

PROBLÈME XV. 

169. Mener une droite DF ( fig . 158) qui rencontre deux 
droites données AB, CD, non situées dans un même plan, en 
faisant avec elles deuoé angles donnés a, C. 

Par un point quelconque A de la droite AB, menons AD' 
parallèle à CD, et la droite AE qui forme avec. AB, AD', les 
angles a, 6 (n° 168); faisons ensuite passer un plan par AB, / 
AE. La droite CD parallèle à AD' coupera le plan BAE en un 
point D; et si l’on mène par ce point D une parallèle DF à ÀÈ, 
elle rencontrera la ligne AB en un point F. 

La droite DF satisfera aux conditions dd problème, car 
elle rencontre les droites AB, CD, et fait avec elles des an- 
gles «, 6 . , 

flous avons supposé qu’il est possible de former au point 
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A un angle solide trièdre, dont les trois faces soient 6, 
BAD', ce qui exige que ces trois angles satisfa^ent à deux 
conditions qui sont indiquées en géométrie. En supposât que 
ces conditions soient remplies, on pourra mener deux droites 
AE, AE', symétriques par rapport au plan BAD', et qui feront 
avec AB, AD', des angles égaux à a, 6. Par conséquent, le 
problème proposé admettra deux solutions. • 

11 faut encore observer qu’en changeant la position du point 
A sur la droite AB, la droite AE demeurant parallèle à sa 
première position, le plan BAE restera le même. 

* ' ' ... * 

, ’ r; v 

PROBLÈME XVI. 

170 . Connaissant la projection horizontale d'ufie courbe 
située dans un plan donné, trouver la projection verticale d’un 
point quelconque de cette courbe. 

Prenons un point quelconque a, sur la projection horizon- 
tale donnée, et considérons ce point a comme étant la projec- 
* tion horizontale d’un point A appartenant à la courbe située 
dans lc # plan donné ; la verticale au point a contiendra le 
point A. La question est donc ramenée à déterminer la pro- 
jection verticale du point commun à un plan et à une verti- 
cale donnés : problème déjà résolu. 


PROBLÈME XVII. 

* 9 *, % * 

? . ‘ i t 

171 . Connaissant la projection horizontale a (fig. 159) d’un 
point appartenant à la surface d'une sphère donnée, dont 
le centre est le point (o, o'), trouver la projection verticale de ce 
point. 

Le cercle oD est la projection horizontale d’un grand cercle 
de la sphère, dont le plan est parallèle au plan horizontal, et 
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le cercle o'D', est la projection verticale d’un grand cercle de ' 
la sphère, sijué dans un plan parallèle au plan vertical. 

t * * . 

Solution. La verticale du point a coupe la surface de la 
sphère en deux points A, B, dont il faut déterminer les pro- 
jections verticales. A cet effet, considérons le plan vertical 
Ooa, et faisonslourner ce plan autour de Oo jusqu’à ce qu’il 
devienne parallèle au plan vertical de projection; le point a 
viendra en a,, sur une parallèle à la ligne de terre menée par 
le point o. 

' Dans cette position particulière du plan Ooa, les deux , 
points A, B, après avoir décrit, dans des plans horizontaux, 
des arcs de cercle, viendront coïncider avec des points A,, B,, 
dont les projections verticales sont a',, b\, comme il est facile 
de le reconnaître. Lorsque le plan reprendra sa première po- 
sition, les points A,, B, décriront encore dans des plans ho- 
rizontaux des arcs de cercle, pour venir coïncider avec les 
points A, B. Les projections verticales de ces derniers points 
sont donc, situées sur les droites a\a', b', b', parallèles à laligne 
de terre; si nous menons du point a une perpendiculaire à 
la ligne de. terre, en la prolongeant jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre en a', b' les droites a\a', b\b'; ces points o', b' repré- 
senteront les projections verticales de deux points de* la sur- 
face de la sphère, qui auront a pour projection horizontale. 


PROBLÈME XVIII. 

• . * * . 

1 7‘2. Intersection d’une sphère par un plan. 

Menons du centre de la sphère donnée, une perpendicu- 
laire au plan donné; le pied de cette perpendiculaire, re- 
présentera le centre de la circonférence commune à la sur- 
face plane et à la surface sphérique. 

On obtiendra la longueur du rayon de cette circonférence 
en construisant un triangle rectangle, ayant une hypoténuse 
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égale au rayon de la sphère donnée, et dont l’un des côtés de 
l’angle droit soit égal à la distance du centre de la sphère au 
plan. 11 sera ensuite facile d’obtenir par la méthode des ra- 
battements les projections des points de la circonférence. 

• ' * * * * . * ' 

* * • , • , ■> 

PROBLÈME XIX. 

. . A « 

173. Trouver l'intersection d’une droite et d’une sphère 
données. 

Solution. Pour fixer les idées, nommons BC la droite don- 
née, et O le centré de la sphère. • 

Soit A le plan qui .contient la droite BG et le point O 
ce plan coupe la surface de la sphère, suivant une circonfé- 
rence de grand cercle. v \ * 

Rabattant le plan A sur le plan horizontal, nous obtien- 
drons les rabattements BlC,, de la droite BC,-. et O u du cen- 
tre O. ' ... 

Du point O u , dans le plan horizontal, avec le rayon de la 
sphère, nous traeërons une circonférence de cercle qui re- 
présentera le rabattement horizontal du graqfl cercle de la 
sphère, dont le plan contient la droite donnée BG. Les points 
d’intersection M h , N,, de cette circonférence avec la droite 
B„ C h , représenteront les rabattements des points d'intersec- 
tion de la droite avec la sphère. Il ne nous restera plus qu’à , 
déterminer les projections des points M h , N h relevés, et nous 
aurons les projections des points d’intersection de la droite 
avec la sjihère donnée. 

Remarque. La distance du centre de la sphère à la droite 
donnée peut être moins grande que le rayon de la sphère, 
alors la droite et la surface de la sphère ont deux points com- 
muns. 

Lorsque la distance du centre de la sphère à la droite 
donnée est égale au rayon de la sphère, la droite est tan- 
* gente à la sphère. 
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» 1 

Enfin, la droite et la sphère n’ont aucun point commun, 
lorsque la distance du centre de la sphère à la droite est plus 
grande que le rayon de la sphère. 

* . Y 

PROBLÈME XX. 

*71. Trouver la plus courte distance d’un point B à une 
sphère donnée, dont le centre est O. 

En rabattant sur le plan horizontal de projection le plan 
vertical mené suivant BO, nous aurons les rabattements ho- 
rizontaux B h . 0,„ de B, O. 

Si, à partir du .point O b , nous prenons sur la droite O h B h , 
une distance O b C h , égale au rayon de la sphère, le point C h 
sera le rabattement de l’extrémité de la droite qui repré- 
sente la plus courte distance du point B à la sphère donnée; 
il ne restera plus qu’à déterminer les projections du point C h 
relevé. 

• On obtiendra d’une manière analogue la distance maxi- 
mum du point donné à la sphère donnée. 

r * * 

PROBLÈME XXI. 

*75. Déterminer l’intersection de deux sphères données. 

Représentons par a, a' ; b, b^t(fig. 160) les projections des 
centres des sphères données. Rabattant sur le plan horizontal 
de projection le plan vertical mené suivant AB, les points A*, 
B h représentent les rabattemeuts des points A, B. 

Le plan vertical mené suivant AB coupe chacune des deux 
sphères, suivant un grand cercle ; nous obtenons les rabatte- 
ments de ces deux cercles, sur le plan horizontal, en décrivant 
dans ce plan, des circqnférences des points A,„ B h comme cen- 
tres, avec des rayons respectivement égaux aux rayons des 
sphères données. Si du point D„, commun aux deux circon- * 
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féreiices, nous abaissons D h C h , perpendiculaire sur A b B h , le 
point Cj, représentera le rabattement du point C, centre du 
cercle commun aux deux sphères données ; la perpendiculaire 
D h C h sera la grandeur du rayon de ce cercle. Après avoir dé- 
terminé les projections c, c’ du point C h relevé, nous mènerons 
uii plan m'am perpendiculaire à la droite (a6, ’a’b') au point 
(c, c’), et l’intersection de. ce plan et de l’une des deux sphères 
déterminera la circonférence cherchée. 


PROBLÈME XXII. 

f • * /«, 

17 ©. Trouver le lieu des points de contact des tangentes 
menées par un point B à une sphère dont on donne le centre, O, 
et le rayon 8 . 

Solution. Il est facile de vftir que toutes les tangentes me- 
nées d’un point B à une sphère sont égales entre elles. Par 
conséquent, les points de tangence appartiennent à une se- 
conde sphère ayant pour centre le point donné B, et pour rayon 
l’une des tangentes. Le lieu géométrique demandé sera donc 
la circonférence, intersection de la surface de la sphère donnée 
et de la surface de la sphère dont le centre est B, et qui a pour 
rayon la longueur d’une des tangentes. Cette circonférence 
est située dans un plan perpendiculaire à la droite BO, et son 
centre appartient à cette droite,. 

Cela posé, menons par la droite BO un plan quelconque ; 
ce plan coupera la sphère donnée suivant une circonférence 
de grand cercle. Conduisons ensuite du point B deux tangen- 
tes BT, BT’ à cotte circonférence, et par la droite TT' qui unit' 
les deux points de contact T, T', faisons passer un plan per- 
pendiculaire au premier, le lieu géométrique demandé est la 
circonférence décrite, dans ce dernier plan, sur TT' comme 
diamètre. 

Pour appliquer à cette construction la méthode des projec- 
tions, rabattons sur le plan horizontal de projection le plan 
• vertical mené suivant BO, nous obtiendrons les points B h , O h 
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(fig. 161), rabattements des points B, O. En décrivant du 
point O h comme centre, avec un rayon égal à S, une circon- 
férence, nous aurons le rabattement du cercle d’intersection 
du plan vertical conduit suivant BO, avec la sphère donnée. 

Nous mènerons ensuite par le point B b deux tangentes 
B,,T h , B h T'|, a ce cercle, et nous aurons les rabattements des 
deux tangentes BT, BT', conduites par II à la circonférence de 
grand cercle située dans. le plan vertical qui contient la 
droite BO. De sorte que T^T',, est le rabattement du diamètre 
'[T de la circonférence qui représente le lieu géométrique 
cherché. 

Le point II, intersection des droites T, ,T' h et bo, est la trace 
horizontale de TT; par conséquent, en menant la droite lia 
perpendiculaire à bo, et ua' perpendiculaire à o'b', on aura les 
traces du plan du cercle cherché. 'Les points c, c\ projections 
du milieu C h de T^T,,' relevé, seront les projections du centre 
de ce cercle. 

Connaissant ainsi les projections c. c' du centre, la grandeur 
T^T,, du diamètre et le plan Hao' delà circonférence cherchée, 
il sera facile de trouver les projections d’autant de points que 
l’on voudra de cette circonférence. En faisant tourner le plan 
llacr' autour de sa trace horizontale, on déterminera successi- •. 
vement les rabattements du centre et de la circonférence, 
puis on relèvera les points de cette circonférence, au moyen 
de la méthode connue. 

7%** • - '••• - * ' v '*• 
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CHAPITRE PREMIER 
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PLANS TANGENTS AUX CONES ET AÜX CYLINDRES. 

PLAN TANGENT A UNE SURFACE 
DE RÉVOLUTION DONT ON CONNAIT LE MÉRIDIEN. 

• ! K . 

• ’ • 

* r J , . ■ • ; — ; . • •. 

§ I '■ • 

‘Définitions. — Notions préliminaires. 

* . * ' • 

1 . Définition. On nomme SURFACE conique le lieu géomé- 
trique d'une droite indéfinie , assujettie à passer constamment 
par un point fixe déterminé, et à s'appuyer sur une ligne de 
forme quelconque, donnée dans l’espace. 

• 

Pour éclaircir le sens de cette définition, considérons dans 
l’espace une ligne de forme quelconque ABD (fig. 1 , 2 e partie), 
et un point, C, non situé sur cette ligne. Menons par le point 
donné G une droite indéfinie FGAF’,qm rencontré la ligne ABD 
en un point quelconque A; et concevons tjue la droite PCF, 
sans cesser de passer par le pointe, tourne autour de ce point* 
de manière que dans ses différentes positions successives, elle 
rencontre constamment la ligne ABD : la surface décrite par 
la droite F'CF, da^us-ce mouvement continu, est ce qu’on est 
convenu de nommer une surface conique. 

La droite mobile F'CF est la génératrice de cette surface ; on 
appelle directrice la ligne ABD. et sommet ou centre du cône, 
le point C. La génératrice F'CF, étant indéfiniment prolongée 
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de part et d’autre du centre C, décrit les deux nappes CABD, 
CA'B'D', opposées au sommet C, et qui s’étendent à l’infini de 
chaque côté de ce point. 

11 résulte de ces définitions, que le plan peut être consi- 
déré comme une surface conique dont la directrice est recti- 
ligne. 

Si la directrice est une circonférence et qu’on prenne pour 
sommet un point situé sur une perpendiculaire au plan du 
cercle et menée par son centre, on aura le cône droit à base 
circulaire, dont on s’occupe dans les éléments de géomé- 
trie. , 

*. Au reste, les surfaces coniques, comme toutes les autres 
surfaces peuvent admettre différents modes de génération, et. 
sont, par conséquent, susceptibles de plusieurs définitions 
* différentes. Prénons, pour exemple, le cône droit à base cir- • 
culaire, tel qu’il est considéré en géométrie élémentaire. Si 
l’on coupe ce cône par des plans parallèles à sa base, il* en 
résulte, comme on sait, des circonférences qui ont leurs cen- 
tres sur l’axe du cône, et dont les rayons sont dans un rapport 
invariable, et déterminé, avec les distances du sommet du 
cône aux centres mêmes de ces circonférences. 

Cette propriété caractéristique conduit à considérer la sur- 
face du cône droit à base circulaire, comme le lieu géomé- 
trique d’une circonférence mobile, dont le centre, le rayon et 
le plan varient suivant une loi déterminée et continue qui 
peut être énoncée de la manière suivante. 

Le centre de la circonférence génératrice est assujetti à dé- 
crire une droite %lc et donnée dans l’espace; son rayon est 
“dans un rapport invariable avec la distance du centre à urf 
point pris sur la droite même; le plan du cercle reste constam- 
ment perpendiculaire à cette droite. 

Une autre propriété de la même surface jjlonne lieu à cette 
autre définition : le cône droit à base circulaire est la surface 
décrite par une droite indéfinie qui tourne autour d’un point 
fixe, en faisant un angle invariable avecune droite donnéedans 
l espace. 
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Le plan offre encore un exemple très-simple des différentes 
manières de concevoir la génération d’une surface, d’après les 
propriétés qui la caractérisent, 

En effet, on peut dire qu’un plan est le lieu géométrique des 
différentes positions que prend une droite mobile assujettie à 
rencontrer continuellement deux autres droites fixes qui se 
coupent en un point de l’espace. Ou, si l’on veut, c’est la sur- 
face que décrit, d’un mouvement continu, une droite indéfinie 
‘ qui, restant constamment parallèle à une droite dont la direc- 
tion est déterminée, rencontre dans toutes ses positions suc- 
■ cessives une seconde droite donnée. Ou bien encore, c’est la 
surface engendrée par une droite indéfinie, qui tourne autour 
d’un point fixe en restant constamment perpendiculaire aune 
droite qui passe aussi par ce point. 

Mais, tous les modes de génération qu’une surface peut 
admettre ne remplissent pas, au même degré, les conditions 
qu’il faut rechercher dans le point de départ d’une théorie, 
dans une définition. On conçoit qu’il peut y avoir ici ufi choix 
à faire, et qu’il convient d’adopter la définition qui donne 
l’idée la plus précise de la forme affectée par la surface que 
l’on veut définir, et qui serve encore à établir ses proprié- 
tés fondamentales de la manière la plus directe, la plus 
simple. 

Considérée sous ce point de vue, la définition qu’on a don- 
née (p. 123, n° 1) d’une surface conique [doit être préférée à 
toute autre, parce qu’elle conduit très-simplement aux prin- 
cipales propriétés de la surface définie. - 

3 . Toute droite menée du sommet d’un cône à un autre 
point de sa surface , est entièrement située sur la surface du 
cône. 

Car cette droite coïncide évidemment avec la génératrice, 
dans l’une des positions qu’eWe a prises en tournant autour 
du sommet. . ,• , ■ 

4 . L’intersection d’un cône et d’un plan mené par le sommet 
se compose d’une ou de plusieurs droites qui passent, de même , 
par le sommet du cône. 
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En effet, la droite menée du sommet du cône à l’un quel- 
conque des points communs aux deux surfaces considérées,- 
se trouvant, à la fois, sur chacune d’elles, appartient à leur in- 
tersection. 

5. Les intersections d'un cône par deux plans parallèles, sont 
des courbes semblables, et semblablement placées. 

Car, les droites menées du sommet du cône aux différents 
points de l’une de ces courtes, sont divisées par l’autre en 
parties proportionnelles. 

6 . Une autre propriété d’une surface conique, et qui mérite 
bien d’être remarquée, consiste .‘en ce. qu’une partie quel- 
conque de cette surface, prise où l’on voudra, peut toujours, 
(en supposant la surface parfaitement flexible, mais inexten- 
sible) être étendue sur un plan sans qu’il n’en résulte aucun 

, changement dans sa grandeur. En d’autres termes, on peut 
étendre sur un plan une portion quelconque de la surface 
d’un cône, sans déchirure ni duplicature. C’est ce qu’on ex- 
prime en disant que la surface d’un cône est bÉVELOPPABLE. 

Pour apporter plus de précision et de clarté dans l’exposition 
de cette propriété du cône, supposons d’abord qu’on ait mené 
un plan qui coupe la surface conique suivant une courbe 
ABDEGH {fi g. 1 , 2 e partie), que nous nommerons base du cône. 
Inscrivons dans cette base un polygone ABDEGH, d’un nombre 
quelconque de côtés; et, parles sommets A, B, D, etc., du po- 
lygone menons les génératrices AC, BC,DC, etc., qui représen- 
teront les arêtes latérales d’une pyramide CABDEGI1, inscrite 
dans le cône. En diminuant indéfiniment la grandeur des côtés 
du polygone inscrit, la surface convexe de la pyramide diffé- 
rera aussi peu qu’on le voudra de celle du cône qu’elle a pour • 
limite. ■. i 

Cela posé, concevons que l’oü fasse tourner Je triangle CBA 
autour de l’arête CB, jusqu’à ce qu’il vienne se placer, sur le 
plan CBD, à la suite du triangle CBD. Puis, faisons tourner 
autour de l’arête CD, le système de ces deux triangles, jusqu’à 
ce que leur plan commun coïncide avec celui de la troisième 
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face CDE. Il en résultera, sur le plan CDE, un secteur poly- 
gonal formé des trois triangles CBA, CBD, CDE, placés à la 
suite les uns des autres. D’après cela, on conçoit la possibilité 
de développer, sur un même plan, un nombre quelconque des 
triangles qui composent la surface latérale de la pyramide. 

Le développement détermine un secteur polygonal qui se 
forme de ces triangles. 

En considérant le cône comme la limite des pyramides ins- 
crites, on peut conclure de ce qui précède, que la surface 
d'un cône est développable. • 

Il est d’ailleurs évident que, dans ce développement, toute 
ligne tracée sur le cône conserve la même longueur, en chan- 
geant seulement de forme. 

f , 

7 . Une SURFACE CYLINDRIQUE est le lieu géométrique d'une 
droite indéfinie, assujettie à rester paraüéle à une direction 
déterminée, et à rencontrer constamment une ligne de forme 
quelconque, donnée dans l’espace. 

Étant données la droite AB (fig. 2, 2 e partie) et la ligne FDG 
de forme quelconque, supposez qu’une droite indéfinie CDE 
se meu»e, en restant constamment parallèle à AB, et en 
s’appuyant sur la ligne FDG : la surface décrite par la droite 
CDE, dans ce mouvement continu, est nommée surface cylin- 
drique. . , 

On appelle génératrice la droite mobile CDE, qui engendre 
la surface; et directrice la ligne FDG. parce qu’elle sert à diri- 
ger le mouvement de la génératrice. 

L’n plan peut être considéré comme un cylindre dont la di- 
rectrice est rectiligne. 

En prenant pour directrice une circonférence tracée sur 
un plan perpendiculaire à la génératrice, on aura le cylindre 
^droit à base circulaire, considéré dans les éléments de géo- 
métrie. 

S. 11 résûltc évidemment du mode de génération d’une 
surface cylindrique, qu’un plan parallèle à la génératrice ne 
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peut couper cette surface que suivant une ou plusieurs géné- 
ratrices. 

9. Les intersections , FDG, FD'G' (ftg. 2, 2* partie), d’une 
surface cylindrique par des plans parallèles entre eux , et ren- 
contrant les génératrices, sont des courbes superposables. 

Car, si l’on conçoit le plan F'D'G' transporté parallèlement 
à lui-même, de toile manière qu’un des points, D', de la sec- 
tion F'D'G’, décrive la portion D'D de la génératrice, comprise 
entre les deux* sections : lorsque le point D' sera parvenu en 
D,tous les autres points de la section F'D'G', se placeront sur 
la courbe FDG, puisque les parties D’D, F'F, G'G, etc., des gé- 
nératrices comprises entre les deux courbes, sont des droites 
égales et parallèles entre elles. 

D’après cela, on voit qu’une surface cylindrique peut être 
décrite par le mouvement d’une courbe donnée, dont les dif- 
férents points parcourent simultanément des droites égales 
entre elles, et parallèles à une direction déterminée. 

10. Toute surface cylindrique est développable. 

Nous renverrons pour la démonstration de ce principe aux 
explications déjà données (p. 126, n° 6) au sujet du ctfne. Re- 
marquons seulement que, si l’on coupe un cylindre par un 
plan perpendiculaire aux génératrices, la courbe résultante 
de cette section se développe suivant une droite, comme il 
est facile de le reconnaître (*). 

' • * î 

11. On appelle surface de révolution la surface décrite 

par une ligne quelconque qui tourne autour d’un axe rectiligne 
de manière que chacun de ses points décrire une circonférence 
dont le plan est perpendiculaire à l’axe, ÿ dont le rayon est 
égal à la perpendiculaire abaissée du point considéré sur 
l'axe. I 

(*) La courbe que l’on détermine en coupant une surface cylindrique 
par un plan perpendiculaire aux génératrices, se nomme section droite 
ou section orthogonale du cylindre. 
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■ Les cercles décrits par ces différents rayons sont ce qu’on 
nomme les parallèles de la suii'ace de révolution. 

Tout plan mené par l’axe a reçu le nom de plan méridien ; 
l’intersection de ce plan et de la surface de révolution est un 
méridien, ou bien encore une courbe méridienne de cette sur- 
face. 

La sphère est une surface de révolution, dans laquelle tous 

les méridiens sont des grands cercles. 

• u . ' 

19 . Dans toute surface de révolution, les courbes méridien - 
fies sont égales par superposition, et chacune d’elles se compose 
de deux parties parfaitement égales et symétriques par rapport 
à l’axe fixe. 

p .. - ■ 

Soient ABab, CDcd ( fig . 3, 2 e partie), deux courbes méri- 
diennes dont les plans menés par l’axe XY, coupent les plans 
des parallèles AEC, BFD, suivant les droites A a, Ce; Bb, Da. 
Les angles AEC, BFD, seront égaux entre eux, comme ayant 
leurs côtés respectivement parallèles, et les ouvertures dirigées 
dans le même sens; ces angles égaux mesurent l’inclinaison de 
l’un des plans méridiens sur l’autre. De plus, les droites EA, 
EC, sont égales entre elles comme rayons d’un même cercle, et 
il en est de même des droites FB, FD. Par conséquent, si l’on 
fait tourner le plan ABab autour de l’axe EF, jusqu’à ce qu’un 
point quelconque, A, du méridien ABab, vienne coïncider avec 
un point C de CD cd, tout autre point, B, de la courbe ABabse 
placera, en même temps, sur la courbe CD cd, On voit d’api'ès 
cela que les deux méridiennes ABab, CDed sont superpo- 
sables. 

Lorsque l’angle AEC déviant égal à deux angles droits, le 
point A de la courbe AB, tombe à l’extrémité, a, du diamètre 
AEa, mené par A; d’où l’on peut conclure que chaque méri- 
dienne se compose de deux parties AB, ab, parfaitement égales 
entre elles, et symétriquement placées, par rapport à l’axe de 
rotation. , '• 

13 . On voit encore, d’après ce qui précède, que toute sur - 
G. et C. ■ 9 
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face de révolution est le lieu géométrique d'une circonférence 
dont le plan mobile reste constamment perpendiculaire à une 
droite donnée XY (fig. 3); le centre de la circonférence estassu- 
jetli à parcourir celte droite, et la grandeur du rayon varie 
sous la condition que la circonférence génératrice rencontre 
continuellement une courbe donnée, ABab. 

il. Des plans tangents en général. On définit un plan 
tangent à une surface en un point doqné , le plan qui contient 
les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface et 
passant par ce point. 

Pour faire usage de cette définition, il reste à démontrer 
qu’il existe, généralement, en chaque point d’une surface., un 
plan qui satisfait à la condition énoncée. 

Nous ferons abstraction des points singuliers que la sur- 
face peut offrir; nous supposerons qu’elle est décrite par le 
mouvement d’une ligne de forme invariable-, la démonstra- 
tion sera, enfin, restreinte aux applications que nousavousen, 
vue. 

Nommons M le point que l’on donne sur la surface consi- 
dérée, et AMD {fig. A, 2 e partie), la génératrice passant par ce 
point. Soit, déplus, MM'D la ligne que décrit le point M, dans 
le mouvement de la génératrice. Menons aux deux courbes 
AMD, MM'D les tangentes MT, MT', et par ces deux droites 
conduisons’ un plan. Il s’agit de faire voir que si l’on trace 
sur la surface une courbe quelconque MN' G, contenant en- 
core le point M, la tangente MT" menée à cette courbe, au 
point M, sera située dans le plan TMT' des deux premièfbs 
tangentes. 

A cet effet, concevons la génératrice AMD, transportée en 
A'M'B', dans une situation aussi voisine de AMD que l’on 
voudra, suivant le mode de génération de la surface; et re- 
présentons par M', N', les points auxquels elle coupe alors les 
deux courbes MM'D, MN'G. En menant les droites MM', MN', 
M'N', on aura des sécantes aux trois courbes MM'D, MN'G, 
A'M'B'. Le plan, MM'N', de ces trois sécantes varie avec la po- 
sition de la génératrice A'M'B', mais il passe constamment par 
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le point M. Donc, si l’on suppose que la génératrice A'M'B', 
se rapprochant, par degrés, de AMD, prenne successivement 
les positions a'm'b', a"m"b", etc., le plan des trois sécantes 
tournera, en même temps, autour du point M, en prenant les 
positions Mtn'n', Mm"»", etc. Lorsque, enfin, la courbe A’M'B' 
viendra coïncider avec AMD, les sécantes se confondront avec 
les tangentes MT, MT', MT" aux trois courbes; et comme, 
pour chaque position de la génératrice A'M'B', il y a toujours 
eu un plan contenant, à la fois, ces trois sécantes, on en con- 
clut qu'à la limite, lorsqu’elles deviennent tangentes, elles 
doivent encore appartenir à un même plan qui est lui-même 
la limite des positions prises par le plan variable des sécan- 
tes. 

là. Il résulte du principe précédent que pour déterminer 
le plan tangent à une surface, en un point donné,, il Suffit de 
construire les tangentes à deux lignes de la surface passant 
par ce point, et de conduire un plan par les deux tangentes. 
Il est clair qu’on devra choisir sur la surface les lignes dont 
les tangentes se déterminent le plus facilement. Que s’il est 
possible de tracer sur la surface une droite passant par le point 
donné, cette droite étant à elle-même sa propre tangente, ap- 
partiendra au plan cherché, et pourra, en conséquence, servir 
à déterminer ce plan. 

* ' ' ’ 1 * . . , i / 

14». Lorsqu’un plan touche en un point la surface d’un cône, 
il est tangent à cette surface suivant toute la génératrice menée 
par le point de contact. 

Soient M (fig. o, 2 e partie) le point de tangence donné sur la 
surface d’un cène; MC la génératrice passant parce point; MT 
une tangente à la courbe AMB tracée sur le cène : le plan CMT 
sera tangent, au point M, à la surface conique. Il s’agit de 
faire voir que ce plan est aussi tangent à la même surface, 
en un point quelconque m de la génératrice MC. C’est-à-dire 
qü’il contient la tangente mt menée par le point m à une 
courbe quelconque amb appartenant au cône et passant par 
ce point m. 
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Menons la sécante MM'S à la courbe AMB, et la génératrice 
M'C qui coupe en m la courbe cimb; enjoignant le point m 
au point m\ par une droite, on aura une sécante mm's à cette 
dernière courbe. Actuellement, supposons que le plan MCM' 
tourne autour de GM de manière que la génératrice CM' se rap- 
proche continuellement de GM. Dans ce mouvement de rota- 
tion, les points M', m', décriront les courbes M'M, m'm, en se 
rapprochant.de M, m. Lorsque le point M' arrivera en M, le 
point m' coïncidera, de même, avec m, et les sécantes MM'S, 
mm's, se confondront avec les tangentes MT, mt. Or, pour 
chaque position de la génératrice mobile GM', il existe un 
plan contenaut à la fois les deux sécantes variables MM'S, 
mm's, et la génératrice CmM ; on doit donc admettre q’ue ces 
trois lignes sont encore dans un même plan, lorsqu’à la 
limite les deux sécantes se confondent avec les tangentes MT, 
mt. 

VS. Le même raisonnement étant évidemment applicable à 
un cylindre, ou en conclura le principe suivant : 

Quand un plan touche en un point une surface cylindrique, 
il est tangent à cette surface , suivant toute la génératrice qui 
passe par le point de contact. 

fS. On appelle normale à une surface la perpendiculaire . 
élevée au plan tangent par le point de tangence. 

1 ». Le contour apparent d'un corps est la ligne qui, pour 
un point de vue donné, sépare sur la surface même du corps 
les parties visibles de celles qui ne peuvent être aperçues. Cette 
ligne est le lieu géométrique des points de contact des plans 
menés tangenticlleraent à la surface par le point ou est placé 
■l’œil de l’observateur. 

Pour représeuter le plus simplement possible le contour ap- 
parent d’une surface projetée sur le plan horizontal, on sup- 
pose que le point de vue soit situé à une distance infinie au- 
dessus de ce plan sur une verticale menée # dans l’angle dièdre 
antérieur-supérieur. Les rayons visuels sont alors considérés 
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comme des tangentes à la surface, parallèles entre elles et 
verticales. De manière que le contour apparent s’obtient en 
déterminant les points de contact des plans verticaux qui sont 
tangents à la surface. 

De même, la projection verticale de la surface est censée 
vue d’un point situé à l’infini sur une perpendiculaire au plan 
vertical, dirigée dans l’angle dièdre antérieur-supérieur. Le 
contour apparent se détermine, alors, au moyen des points de 
contact des plans tangents à la sufface, et perpendiculaires au 
plan vertical de projection. 


§ II ‘ 

I T 

Plans tangents aux. cènes, menés par un point 
quelconque , ou parallèlement à une droite 
donnée. 

90 . Dans les différentes questions que nous allons traiter, 
nous supposerons que l’on sache mener des tangeutès aux 
courbes planes qui seront considérées; soit que l’on donne les 
points de contact, soit que les tangentes se trouvent détermi- 
nées par certaines conditions auxquelles elles devront satis* 
faire. 

En théorie, cette hypothèse est admissible, puisque la géo- 
métrie descriptive a précisément pour objet de ramènera des 
constructions à effectuer sur un plan la résolution des pro* 
blêmes relatifs aux trois dimensipns de l’étendue. 

91 . Une surface conique sera donnée parles projections de 
son sommet, ou centre, et par l’intersection de sa surface èt 
du pian horizontal de projection. Nous nommerons, quelque- 
fois, base ou directrice du cône cette trace horizontale. 

Pour représenter la Surface du cône d’une manière plus 
précise, nous déterminerons ses contours apparents sur les 
plans de projection au moyen de te construction suivante.. 
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Soient AliD (fi g. 6, 2* partie) la trace horizontale du cône, et 
s, s', les projections du sommet. Tout plan vertical tangent à la 
surface du cône a pour trace horizontale la projection même 
de la génératrice suivant laquelle il est tangent au cône. Il est 
d’ailleurs évident que la trace horizontale de ce plan doit,être 
tangente à la base ABD du cône. Donc, si l’on mène par le 
point s des tangentes sT, sT', à la courbe ABD, on aura les 
traces horizontales des plans verticaux qui touchent la sur- 
face du cône ; et par conséquent le contour apparent de 
cette surface sur le plan horizontal se trouvera ainsi déter- 
miné. 

On aura le contour apparent sur le plan vertical de pro- 
jection, en menant les plans s'al, s'ôt', perpendiculaires au 
plan vertical et tangents à la surface du cône. 

PROBLÈME I. 

Mener un plan langent à un cône par un point situé sur 
la surface , et dont la projection horizontale est donnée. 

Soient ABD {fig. 6) la trace horizontale dü cône ; s, s', les 
projections de son sommet; et f la projection horizontale d’un 
point F situé sur sa surface. Pour trouver la projection verti- 
cale de F, menons un plan par le sommet du cône et par la 
verticale élevée au point f. Ce plan coupe le cône suivant des 
génératricesSA, SB, dont les traces horizontales sont les points 
A, B, d’intersection de la base du cône et de la trace horizon- 
hile sf du plan. Les projections verticales s'a', s'6', de ces gé- 
nératrices s’obtiennent en joignant la projection verticale s' 
du sommet du cône, aux pieds des perpendiculaires Aa', B6', 
abaissées de A, B, sur la ligne de terre. Or, le point F devant 
appartenir à l’une quelconque de ces génératrices et à la ver- 
ticale élevée en f , on pourra prendre pour projection verticale 
de F, l’un quelconque des points f, f, auxquels les droites 
s'a', s'6', sont rencontrées par la perpendiculaire menée de f 
sur la ligne de terre. On voit d’après cela que le problème peut 
admettre plusieurs solutions. 


i 
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Cela posé, cherchons les tracés du plan tangent au cône, au 
point (f f) de sa surface. On sait que la génératrice SFA qui 
passe au point (f, f) est entièrement située dans le plan de- 
mandé (n° 16, p. 131). De plus, là trace horizontale de ce plan 
doit être tangente à la base AUD du cône. Par conséquent on 
obtiendra cette trace horizontale en menant par le point A 
une tangente A3 à la courbe ABD. 

Pour construire latraee verticale, Y3, du plan tangent, on 
déterminera d’abord la trace verticale, V, de la génératrice de 
contact (/A, fa'), et on joindra le point V au point 3, où la 
droite AS rencontre la ligne de terre. 

Si l’on mène par (f f) une parallèle (fl, f'V) à A3, l’inter- 
section V" de cette droite avec le pl«u vertical de projection 
devra se trouver sur latraee verticale SV du plan tangent. 

On trouvera de même les traces Bf, ïV' du plan qui tou- 
che la surface du cône au point dont f, f', sont les deux pro- 
jections. 

f ■ ■ * * 

PROBLÈME II. 

23 . Mener un plan tangent au cône par un point donné hors 
de sa surface. 

- s -, t> •* . ' 5 . r ’ , . % 

Le cône étant représenté (fig. 7, 2 e partie), nommons m, m\ -, 
les projections du point donné M. 

La droite (sm, s'm'), menée du sommet du cône au point 
donné, est dans le plan cherché. Les traces H, V, de cette 
droite appartiennent donc aux traces du plan. Par con- 
séquent, si l’on conduit la tangente HA3 à la base du 
cône,. on aura latraee horizontale d’un plan satisfaisant au 
problème ; sa trace verticale s’obtiendra en joignant le point V 
à l’intersection 3 de la tangente et de la ligne de terre. La gé- 
nératrice de contact SA a pour projections «A, s'a'; elle coüpe 
le plan vertical en un point de la trace V3. 

Au reste, le nombre des solations du problème est égal au 
nombre des tangentes qu’il est possible de mener à la base du 
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cône par la trace horizontale H de la droite SM. Une seule de 
ces solutions est représentée {fùj. 7). 

Remarque. Quand la droite SM est parallèle à la ligne de 
terre, les points II, «V, cessent d’exister. Dans ce cas, on aura 
la trace horizontale du plan demandé en menant à la base du 
cône une tangente parallèle à la ligne de terre. La droite me- 
née du point de contact au sommet du cône, représentera la 
génératrice suivant laquelle le plan cherché doit être tangent 
au cône, et par conséquent on déterminera la trace verticale 
de ce plan, en conduisant une parallèle à la ligne de terre par 
la trace verticale de cette génératrice de contact. 

Le nombre des solutions du problème sera, d’ailleurs, égal 
au nombre des tangentes qu’il est possible de mener à la base 
du cône, parallèlement à la ligne de terre. 


PROBLÈME III. 

Mener à un cône un plan tangent, parallèle' à une 
droite donnée. 

Le cône est représenté ( fig . 8, 2° partie), et cd, c'd', sont les 
projections de la droite donnée. 

La parallèle ( sf , s'/*) à [cd, c'd'), menée par le sommet (s, s'), 
est dans le plan cherché. 

Pour avoir la trace horizontale de ce plan, il suffira donc 
de conduire une tangente II A3 à la base du cône par la trace 
horizontale II de la parallèle SF. Quant à la trace verticale du 
plan, on l’obtiendra eu joignant le point S au point V, trace 
verticale de SF. 

La génératrice de contact a pour projections sA, s'a'. , 

Le nombre des solutions est égal à celui des tangentes me- 
nées du point H à la base du cône. / . . • ' 

Enfin, lorsque la droite donnée CD est parallèle à la ligne 
de terre, on détermine le plan demandé au moyen de la 
construction indiquée dans la remarque du numéro précé- 
dent. 
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§ III « 

* 

Plans langent» aux cylindres, menés par un polut 

quelconque, ou parallèles à une droite donnée. 

25. Ou représentera la surface du cylindre, en donnant sa 
trace horizontale ABC (fig. 9, 2” partie), et les projections mn, 
m’n', d’une droite à laquelle la génératrice doit rester cons- 
tamment parallèle. 

La trace horizontale ABC sera nommée base ou directrice 
du cylindre. v • ' , i 

Le contour apparent de la surface cylindrique sur le plan 
horizontal de projection, est déterminé par les plans ver- 
ticaux tangents à cette surface (n 3 19, p. 132). Or, les traces 
horizontales TF, T'F' de ces plans s’obtiendront en menant à 
la base du cylindre des tangentes parallèles à la droite mn, . 
puisque les plans tangents dont il s’agit contiennent des gé- 
nératrices du cylindre, et sont perpendiculaires au plan ho- 
rizontal. 

Le contour apparent sur le plan vertical se composera des 
traces verticales gl, g't , des plans tgl, fg’l’, tangents à la sur- 
face cylindrique, et perpendiculaires au plan vertical (n° 19). 

Les traces horizontales tg. t’g’, de ces plans sont tangentes à 
la base du cylindre et perpendiculaires à la ligne de terre ; 
les droites gl , g'I' , ont des directions parallèles à la projec- 
tion m'n' de la droite (mn, m'n’). Cela résulte évidemment de 
ce que les plans tangents dont on considère ici les traces, 
touchent le cylindre suivant des génératrices parallèles à la 
droite (mn, m’n'), et sont, de plus, perpendiculaires au plan 
vertical de projection. 

PROBLÈME TV. 

♦ 

26. Déterminer les traces d’un plan tangent à un cylindre, 
en un point de la surface cylindrique, dont on donne la pro- 
jection horizontale. 
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Soient ABC ( fg . 9), la base du cylindre; mn, m'n', les pro- 
• jections de la droite parallèle aux génératrices; et o la projec- 
tion horizontale du point de contact, donnée. 

Conduisons par le poitil o un plan vertical parallèle à la 
droite (mn, m'n'), il aura pour trace horizontale la droite oAB, 
parallèle à mn, et coupera le cylindre suivant des généra- 
trices dont les traces horizontales sont les points A» B, où la 
droite oAR rencontre la base, ABC, du cylindre. Ces généra- 
trices ont pour projections verticales les droites a'd ' , b'é, pa- 
rallèles à m'n', menées des points o', b', pieds des perpendi- 
culaires A a', Bb', à la ligne de terre. Or, le point O devant 
appartenir, à la fois, à l’une de ces génératrices,. et à la ver- 
ticale élevée au poiut o, on devra prendre pour projection 
verticale de O, l’un des points o', o", où les droites a'd', b'e', 
sont rencontrées par la perpendiculaire menée à la ligne de 
terre, de la projection horizontale o. 

Actuellement, cherchons les traces du plan qui touche le 
cylindre en un point (o, o') de sa surface. 

En menant par ce point une parullèle (oA, o'a') à la droite 
(mn, m'n'), on aura une génératrice située dans le plan de- 
mandé. D’où il suit que les traces A, Y, de (oA, o'a') appar- 
tiendront aux traces du plan. Et comme, d’ailleurs, la trace 
horizontale du plan tangent doit être, elle-mèm?, tangente à 
la base du cylindre, il suffira, pour résoudre le problème 
proposé, de mener à la base du cylindre une tangente AS, far 
le point A, et de joindre ensuite le poiut V, au point 3, où la 
droite A3 coupe la ligne de terre. 

Remarque. Dans le cas particulier où les génératrices du 
cylindre sont parallèles au plan vertical, la trace verticale 3Y 
du plan demandé est parallèle à la projection verticale, m'n', 
de la droite (mn, m'n’). 


PROBLEME V. 



27. Mener un plan tangent à un cylindre, par un point 
extérieur à sa surface. 
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La surface du cylindre est représentée (fig. 10, T partie); 
les projections du point donné sont o. o'. 

En menant par ce point une parallèle (o/c, o'k') à (mn, m'n'), * 

6n aura une droite entièrement située sur le plan demandé ; 
puisque le plan doit passer par le point (o, o*), et toucher la 
surface du cylindre suivant une génératrice parallèle à (mn, 
m'n'). i., 

D’où l’on conclura que la traee horizontale du plan de- 
mandé, est la droite I1A3 menée tangentiellement à la base 
du cylindre,. par le point II, trace horizontale de (o/c, o'k'). On 
aura la trace verticale du même plan, en joignant le point 8 à 
la trace verticale V, de la droite (o/c, o'k'). 

Les projections de la génératrice de contact sont les droites 
Àr, aV, parallèles aux droites mn, m'n'. 

La génératrice (Ar, a'r') doit couper le plan Vertical de pro- 
jection, en un point de la trace verticale du plan II3V tangent 
au cylindre. v • 

Le nombre des solutions du problème est égal au nombre 
des tangentes qu’il est possible de mener du point H à la base 
du cylindre. 

, • ' . ■ 

PROBLÈME VI. 

98. Mener un plan tangent à un cylindre, parallèle à une 
droite donnée. 

4 \ 

Soient cd, c'd 1 (fig. 11, 2' partie), les projections de la droite 
donnée ; ABC la base du cylindre, et mn. m’n', les projections 
de la droite à laquelle les génératrices sont parallèles. 

Par un point quelconque (c,c') de [cd, c'd'), menons une pa- 
rallèle [cf, c'f) il (mn, m'n') ; et déterminons les traces Sr, or', 
du plan des deux droites (cf, c'f'), (cd, c'd'). Il est facile de voir 
que le plan tangent demandé doit être parallèle à r3r', carte 
plan tangent contenant une génératrice du cylindre est, à la 
fois, parallèle aux deux droites (cf, c'f'), (cd, c'd'). 

Pour obtenir la trace horizontale d’un plan satisfaisant aux 

• *• . 
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conditions du problème, il suffira donc de mener, à la base 
du cylindre, une tangente, By, parallèle à la droite Sr ; et on 
* aura la trace verticale de ce plan, en menant une parallèle 
y B' à 3 par le point où la droite yB coupe la ligne de 
terre. 

Les projections de la génératrice de contact sont Be, b'é. 

il est évident que le nombre des solutions du problème 
proposé est égal au nombre des tangentes qu’on peut mener 
à la base du cylindre, parallèlement à la droite 8 r. 

Remarque. Lorsque les projections de la droite donnée sont 
parallèles à la ligne de terre, il en est de même des deux tra- 
ces du plan demandé. La trace horizontale du plan tangent 
s’obtient, alors, en menant à la base du cylindre une tangente 
parallèle à la*ligne de terre, et on détermine la trace verticale 
de ce plan, au moyen du point auquel la génératrice de con- 
tact rencontre le plan vertical de projection. 

Si, de plus, l’on suppose que les génératrices du cylindre 
soient parallèles au plan vertical de projection, la trace verti- 
cale du plan tangent cessera d’exister et, dans ce cas, la cons- 
truction à faire pour résoudre la question proposée, se réduit 
à mener à la base du cylindre, une tangente parallèle à laligne 
de terre. 


§ IV 

■Han tangent à nnc surface de révolution , dont 
on connaît le méridien. 

»’ * • • , -J % 0 

• . * , f • * , . • • • 1 * : r 

SO. Afin de simplifier les constructions, nous supposerons 
que l’axe de la surface de révolution soit vertical; la projec- 
tibn horizontale de cet axe sera un point o (Jig. 12, 2 e partie), 
et sa projection verticale, une droite o'z' perpendiculaire à la 
ligne de terre. 

On nommera méridien principal , celui qui, situé dans un 
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plan parallèle au plan vertical de projection, se projette verti- 
calement en vraie grandeur. 

4 La projection verticale, a'd'b', du méridien principal doit 
être considérée comme une courbe que l’on donne, puisque le 
méridien de la surface est censé connu. 

Quant aux parallèles de la surface (n° 1 1 , p. 129), il est clair 
qu’ils sont déterminés, dans des plans horizontaux, par les cir- 
conférences dont les projections verticales coïncident avec les 
cordes n'i', d'e, n"t ", etc., de la courbe a'd'b 1 , parallèles à la 
ligne de terre. De manière qufe les diamètres des circonférfen- 
ces dont il s’agit, sont précisément égaux à ces cordes. Les 
projections verticales de leurs centres, se trouvent aux points 
c', p', c", etc., intersections de cordes n’T, d'e', n'T, etc., et 
de o'z'; les projections horizontales se confondent avec le point 
o, car les centres de ces différentes circonférences appartien- 
nent à l’axe de la surface. 

30 . Tout plan tangent à une surface de révolution, est per- 
pendiculaire au plan du méridien qui passe par le point de 
contact. 

‘ • ... • 

En effet, nommons DMA, NML, le méridien et le parallèle du 

pointde contact M (fig. 13, 2* partie); et MT, MT', les tangentes 
aces deux courbes. Le plan tangent sera T'MT. Or, la droite 
MT' est dans le plan du cercle NML, perpendiculaire à l’ex- 
trémité, M, du rayon CM dont la direction coïncide avec Lin- 
terseétion, LM, des deux plans NML, BMA, perpendiculaires 
l’un à l’autre. Il en résulte que la droite MT' est perpendicu- 
laire au plan BMA. Et, comme le plan tangent T'MT contient 
la droite MT',, il sera, lui-même, perpendiculaire au plan mé- 
ridien BMA. 

Remarque. Lorsque l’axe AB de la surface de révolution est 
vertical, tous les plans tangents à cette surface, perpendicu- 
laires au plan vertical de projection, ont leurs points de com 
tact situés sur le méridien principal. 

Car, soient M un de ces points de contact, et BMA le méri- 
dien du point M ; le plan BMA, étant, à la fois, vertical et 
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perpendiculaire an plan tangent T'MT, devra être perpendi- 
culaire à la trace horizontale de T'MT. 11 sera donc parallèle 
au plan vertical de projection, qui est, aussi, perpendiculaire * 
à la trace horizontale du plan tangent. 

Il est évident que la réciproque est vraie, c’est-à-dire que, 
si les points de contact appartiennent au méridien principal, 
les plans tangents sont nécessairement perpendiculaires au ' 
plan vertical de projection. 

De là nous conclurons que la projection verticale du méri- 
dien principal de la surface de révolution représente , sur le 
plan vertical, le contour apparent de celte surface. 

31 . Les tangentes aux différents méridiens, en des points 
situés sur un même parallèle, rencontrent au même point l'axe 
de la surface de révolution, et forment avec cet axe des angles 
égaux. 

Considérons la droite MTG [fig. 13, 2° partie), qui touche le 
méridien BMA au point M, et rencontre au point G Taxe BA de 
la surface. Si l’on fait tourner le plan GMA autour de l’axe BA, 
le point M décrira le parallèle MNL sur la surface de révolu- 
tion engendrée par le méridien BMA. Or, il est évident que 
dans ce mouvement de rotation la droite GTM ne cesse pas de 
passer par le point G, et d’être tangente à la courbe BMA 
le principe est donc démontré. r 

Première remarque. Lorsque l’axe ABo est verticaf, les 
tangentes menées aux méridiens, en des points situés sur un 
même parallèle, rencontrent le plan horizontal de projection 
en des points également distants de l’axe. 

Deuxième remarque. Si l’on mène, dans le plan du méri- 
dien BMA, une perpendiculaire MK à la tangente MT, la 
droite MK sera normale à -la surface de révolution, au point 
M. En effet, d’après un théorème connu, la direction de MK 
est perpendiculaire à la tangente MT' menée à la circonférence * 
MNL, au point M. D’où il suit que MK est perpendiculaire au 
plan TMT tangent à la surface, en M. 
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Lorsqu’on fait tourner le plan GM A autour de l’axe BA, ia 
droite MK passe constamment par le point K, et de plus, elle 
ne ce,sse pas de faire un angle droit avec la tangente MT : d’où 
l’on peut conclure que : 

Les normales, menées à une surface de révolution par les 
différents points d'un même parallèle , rencontrent l’axe de 
la surface au même point et font des angles égaux avec cet 
axe. 

Troisième remarque. L’angle rectiligne GMT est la mesure 
du dicdre que le plan tangent au point M, forme avec le pa- 
rallèle qui contient ce point. Et, comme l’angle GMT reste in- 
variable pour toutes les positions du point M sur le parallèle 
MNL, on voit que : 

Les plans tangents à une surface de révolution , en des points 
situés sur un même parallèle, forment des angles égaux avecle 
plan de ce parallèle. 

Lorsque l’angle CMT est droit, la tangente MT devient pa- 
rallèle à l’axe BA; et le rayon, CM, du parallèle CMN, prend 
une valeur maximum ou minimum. Dans le cas où (fig. 13) le. 
méridien AMB est une courbe convexe rencontrant l’axe en 
des points A, H, -il est évident que le rayon CM est le plus 
grand possible quand la tangente MT prend une direction pa- 
rallèle à l’axe. Et réciproquement, les tangentes menées «uix 
différents méridiens de la surface par les points situés sur le 
plus grand de tous lés parallèles, ont nécessairement des" di- 
* rections parallèles à l’axe do la surface. 

La même observatioh s’applique aux plans tangents, puis- 
que ces plans contiennent les tangentes menées aux différents 
méridiens de la surface. 

Ainsi, en admettant, toujours, que la courbe génératrice 
ait. la forme indiquée figure 13, on voit que les plans tangents, 
parallèles à l’axe, ont leurs points de contact situés sur le 
* plus grand de tous les parallèles de la surface, et réciproque- 
ment. 

De là on peut conclure que, dans le cas particulier où, l’axe 
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AB (fig. 13) ayant une direction verticale, le méridien AMB 
est une courbe convexe qui coupe cet axe, le contour appa- 
rent de la surface, sur le plan horizontal de projection, est 
déterminé par la projection hprizontale du plus grand paral- 
lèle de la surface. Car les points de contact des plans tangents 
verticaux se trouvent, alors, dans un plan horizontal sur le 
parallèle dont le. rayon a une valeur maximum. • 


PROBLEME VIL 

. * ‘ . 

3?. Mener un plan tangent à une surface de révolution , en 
un point dont la projection horizontale est donnée. 

L’axe supposé vertical a pour projections le point o (fig. 12, 

T partie) et la droite o'z' perpendiculaire à la ligne de terre cri/. 

Le méridien principal se projette verticalement suivant la 
courbe a'd'b'e' qui est donnée^ La corde d'e' parallèle à La 
ligne de terre, 'et perpendiculaire aux tangentes c'e", d'd ", me- 
nées à la courbe a'd'b'e', par les extrémités de cette corde, re- 
présente, en projection verticale, le plus grand des parallèles . 
de la surface. La projection horizontale de ce parallèle est la 
circonférence adbe. décrite du point o comme centre avec un 
rayon égal à4a moitié de la corde d'e'. Les contours apparents 
de la surface, sur les deux plans dé projection, sont d’ailleurs 
déterminés par lqs deux courbes adbe , a' b' d'e! (pages 142 
et 144). 

Cela posé, nommons m la projection horizontale d’un point 
M situé sur la surface, et qui doit être le point de contact du 
plan tangent demandé. , , 

Pour trouver la projection verticale de M, conduisons sui- 
vant l’axe BA et le point m un plan BAm dont la trace hori- 
zontale est la droite orn. Le point M se trouvera, dans le plan 
BAm, à l’intersection du méridien et de la verticale élevée en 
m. Supposons, maintenant, que ce plan tourne autour de 
l’axe BA, jusqu’à ce qu’il devienne parallèle au plan’ vertical * 
de projection. Dans ce mouvement, le point M décrira, sur la 
surface considérée, un parallèle dont la projection horizontale 
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est la circonférence mn tracée du point o, comme centre, avec 
om pour rayon. Quand le plan Mm devient parallèle siu plan 
vertical f sa trace horizontale coïncide ave la droite doe paral- 
lèle à la ligne de terre, et le point M tombe sur le méridien 
principal en un certain point N dont. la projection horizontale 
est à l’intersection n de l’arc mn et de la droite doe. Quabt à 
la projection verticale du point N, elle doit appartenir, à la 
fois, à la courbe b'd'a', projection verticale du méridien prin- 
cipal de la surface, et à la perpendiculaire nn'n" abaissée du 
point n sur la ligne de terre; elle est donc représentée par 
l’un quelconque des points n', n" communs aux deux lignes 
b'd'a', nn'n”. En menant les cordes n'I',- n'T, parallèles à la 
ligne de terre, on aura les projections verticales des parallèles 
de la surface, sur lesquels doivent se trouver les points dont 
la projection horizontale, m, a été donnée. Par conséquent, . 
les projections verticales, m', m", de ces points s’obtiêndront 
en prolongeant jusqu’à la rencontre des cordes n'I', ri'l", la 
perpendiculaire mi abaissée de m sur la ligne de terre. 

D’après cela on voit que le nombre des solutions du pro- 
blème est égal au nombre des points n', n" communs aux 
deux lignes b'd'a’, nn'n ". 

, Actuellement, cherchons les traces du plan tangent à la 
surface au point M qui a pour projections m, m'. 

Ce plan doit contenir les deux tangentes menées par M, 
l’une au parallèle m' n' de la surface; l’autre, au méridien 
AMB. Or, la première se projetant horizontalement suivant la 
droite mv tangente en m à l’arc mn, est, dans le plan horizon- 
tal m'n’, parallèle à mv. 11 s’ensuit que la trace horizontale du 
plan demandé, doit être, elle.-méme, parallèle à mv, ou per- . 
pendiculaire sur om. Pour déterminer cette trace, il suffira 
donc de trouver le point H, auquel la tangente au méridien 
BMA, coupe le plan horizontal de projection. C’est à quoi l’on 
parvient de la manière suivante. 

Menons la tangente n'h'a ja courbe b'd'a’. Les droites n'h', 
on, représenteront les projections d’une tangente au méridien 
principal, au point (n, n') du parallèle de (m, m’) ; la trace 
horizontale de cette tangente sera h. Mais on sait (p. U2, 

G. et C. 40 
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1 re remarque) que les droites qui touchent les différents méri- 
diens de la surface, en des points situés sur un même paral- 
lèle, rencontrent le plan horizontal en des points également 
distants de l’axe; on aura donc la trace horizontale, U, de la 
tangente au méridien DMA, en prenant sur om la distance oH 
égaie à oh. Par conséquent, la perpendiculaire Ha, élevée en 
II à la ligne om, sera la trace horizontale du plan demandé. * 
Quant à sa trace verticale, on l’obtiendra en joignant le point 
a au point V, où la tangente {nw, m'n') au parallèle m'n', coupe 
le plan vertical de projection. 

Une construction analogue détermine le plan H t 6V' tangent 
à la surface au pointqui a pour projections m, m". 

, * ‘ ’ 

Remarques. L’intersection g' des droites n'h', o'z\ est la 
projection verticale d’un point G auquel l’axe de la surface est 
rencontré par les tangentes menées aux méridiens, par les 
points du parallèle m'n'. Ainsi,- la tangente au méridien AMD 
en (m, m') se projette verticalement suivant g'm',- sa projection 
horizontale est om; elle coupe donc le plan vertical au point 
V,, qui doit appartenir à la trace aV. 

De même, la droite, qui touche, au point (m, m"), le méri- 
dien AMB, se projette en g"m", om ; elle a pour traces, V„ H,. 

Il est encore facile de reconnaître que les tangentes menées 
à chaque méridien par les points (o, g'), (o, g") de l’axe, déter- 
minent deux cônes qui se coupent suivant une circonférence 
tracée dans le plan horizontal l'f , et dont le rayon est égal à 
la perpendiculaire l'f abaissée de t' sur a' b'. 

Les plans HaV, II,6V', sont respectivement tangents à ces 
cônes, tout, le long des génératrices (om, g'm'), [om, g" in") qui 
se rencontrent au point (r, »•'), sur le plan horizontal l'f. 
L’intersection ( ks , h's') de ces deux plans sera donc tangente 
à l’iutersec.tion des deux cônes, et passera par le point (r, »•'). 

Cette dernière remarque donne lieu à plusieurs vérifications. 

On voit d’abord que les trois joints k\ t', r' doivent être 
situés sur une même droite parallèle à la ligne de terre. 

11 faut de plus que les distances fi', or soient égales entre 
elles ; et enfin, la droite ks doit contenir le point r. • . 


Digitized by Google 


r 


PLANS TANGENTS AUX SURPAIES DE «RÉVOLUTION. 4 47 

33 . Dans le cas particulier où la droite om est perpendicu- 
laire à la ligne de terre, les plans tangents IlaV, II,6\", pren- 
nent des directions parallèles à en/, et les points a, 6, cessent 
d’exister. On déterminera alors les traces verticales de ces 
plans, en menant des parallèles à la ligne de terre, par les 
points V 4 , V„ où les tangentes au méridien AM13, rencontrent 
le plan vertical de projection. 

31 . Si l’on donne la projection verticale m' du poiijt de 
contact M, au lieu.de la projection horizontale m; il faudra, 
d’abord, déterminer la projection horizontale m. Pour cela, on 
concevra un plan horizontal mené par le point M de l’espace. 
La trace verticalede ce plan horizontal sera la droite l'n' {jig. 12 , 
2° partie) parallèle à la ligne de terre, et passant par le point 
' donné ni'. Le plan horizontal l'n' détermine sur la surface de 
révolution une circonférence dont la projection horizontale est' 
la circonférence mn décrite du point o comme centre avec on ■ 
pour rayon. On mènera, ensuite, la droite m'i perpendiculaire ’ 
à la ligne de terre, que l’on prolongera jusqu'à ce qu’elle coupe 
l’arc mn. Les points m, m„ obtenus par cette construction, , 
représenteront les projections horizontales des points de la 
surface, qui ont pour projection verticale le point donné m'. 

Les deux projections du point de tangence étant obtenues, 
on construira les traces du plan tangent, comme on l’a expli- 
qué (n° 32, pages 144 et suiv.). 

Le nombre des solutions est évidemment égal au nombre 
des points communs à la courbe a'd'b'e' et à la droite l'n' me- 
née parle point m', parallèlement à la ligne de teri*e. 

La surface que nous avons considérée, comme exemple, est 
une ellipsoïde de révolution autour d’un axe vertical. Dansce 
cas, le problème proposé admet, au plus, deux solutions. 


r 
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§ I 


Considérations générales. 

• • • I , - | t _ , ' .* 

35 . Les méthodes employées, généralement; pour cons- 
truire l’intersection de deux surfaces courbes, consistent à 
mener une série de plans qui coupent chacune d’elles suivant 
des lignes dont on sache trouver les projections. L’appli- 
cation de ce procédé général est facile à concevoir. Chacun 
des plans auxiliaires détermine sur les surfaces considérées 
deux lignes que l’on projette, et les points communs à leurs 
projections appartiennent évidemment aux projections de l’in- 
tersection des deux surfaces. Ainsi, la même construction 
répétée donne autant de points qu’on voudra, des projec- 
tions que l’on cherche. Et, en unissant par des traits continus, 
les points trouvés sur chaque plan de projection, on a deux 
lignes qui représentent les projections demandées. 

Il convient de faire observer qu’on peut obtenir l’intersec- 
tioh des surfaces données, sans qu’il soit nécessaire cons- 
truire, pour chaque plan auxiliaire, les quatre projections 
des deux courbes qu’il contient. Car, tout point commun à 
ces deux courbes appartenant à un plan dont on connaît les 
traces, est complètement déterminé par une seule de ses deux 
projections. Il suffira donc de projeter horizontalement, par 
exemple, les courbes considérées; on trouvera d’abord les 
projections horizontales de leurs points communs, et, pour 
déterminer, ensuite, les projections verticales de ces mêmes 
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points, on appliquera la construction indiquée (n° 62, 1” par- 
tie, page 39). • -»• • ' . ‘ 

Nous n’insisterons pas ici sur les moyens pratiques d’unir, 
par un trait continu, des points donnés sur un plan. Remar- 
quons seulement que dans certains particuliers on sait, par 
avance, de quelle nature sont les courbes qu’il s’agit de tra- 
cer. Les propriétés de ces courbes peuvent être, alors, utile- 
ment employées pour les décrire, pn§ points ou d’un mouve- 
ment continu. , ‘ ’ 

f 

3G. Afin de simplifier les constructions, qui servent à dé-î 
terminer l’intersection de deux surfaces courbes, on peut 
donner aux plans auxiliaires une direction parallèle à' l’un 
des deux plans- de projection, par exemple, au plan horizon- 
tal. En adoptant Cette disposition, lé problème général de l’in- 
tersection des surfaces se ramène à chercher les projections 
des lignes suivant lesquelles une surface courbe est coupée 
par des plans horizontaux. 

La surface étant donnée et rigoureusement définie, on con- 
naîtra la forme, les propriétés de la génératrice; et on saura 
d’après quelle loi la surface est engendrée. Admettons donc 
que l’on puisse construire les projections (A, A'), (B, B'), etc., 
de la génératrice dans ses différentes positions; et nommons 
a', b\ etc., les points où la trace verticale de l’un des plans 
auxiliaires, supposés horizontaux, coupe les lignes A', B', etç. 
Les perpendiculaires abaissées de a', b',...., sur la ligne de 
terre, rencontrent, respectivement, A, B,...» en des points o, 
6...., qui appartiennent à la projection horizontale de l’inter- 
section de la surface et du plan considéré. Pour construire 
cette projection, il ne restera plus qu’à unir, par un trait con- 
tinu, les points a, b,.... déterminés sur le plan horizontal. 
Quant à la projection verticale, elle coïncide évidemment avec 
la trace verticale du plan sécant. 

î*7. Les propriétés des surfaces dont on cherche l’intersec- 
tion, indiquent, parfois, d’une manière évidente, quelle est la 
disposition à donner aux plans auxiliaires, pour rendre les 
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constructions les plus simples possibles. S’il s’agit, par exem- 
ple, de deux cônes, ou de deux cylindres, on mènera les plans 
par les sommets des cônes, ou parallèlement aux génératrices 
des cylindres, afin que leurs intersections avec les surfaces 
données soient des lignes droites. 

SS. il y a aussi des cas particuliers où l’on remplace, avec 
avantage, les plans auxiliaires par un système de surfaces 
courbes. On en trouve un exemple dans la recherche des 
points communs à deux surfaces de révolution dont les axes se 
re montrent. Les plans sont alors remplacés', par des sphères 
qui ont pour centre commun le point d’intersection des deux 
axes. 

33. Occupons-nous, maintenant, de la détermination des 
tangentes à la courbe résultant de l’intersection de deux sur- 
faces. 

^ * i # * 

On sait que la tangente en un point d’une courbe tracée 
sur une surface est dans le plan tangent mené par ce point : 
donc pour déterminer In tangente en un point de l’intersection 
de deux surfaces, il suffit de mener, par ce point ; les plans 
tangents aux deux surfaces, et de construire l'intersection de 
ces plans . , 

On peut résoudre la même question, en cherchant d’abord 
les normales qui passent au point de contact donné. Le plan 
de ces deux droites sera perpendiculaire aux deux plaus tan- 
gents, et par suite, à leur intersection. On aura donc la tan- 
gente demandée, en élevant une perpendiculaire au plan des 
normales, par le point donné. 

Cette méthode est parfois préférable à la première, parce 
qu’il y a des cas particuliers où les normales se déterminent 
plus facilement que les plans tangents. 

40. Lorsqu’on projette sur un plan, MN (fig. Ui, 2 e partie), 
une courbe ABC, et sa tangente DDE, non situées dans un plan 
perpendiculaire au plan de projection, les projections abc , dbe, 
de ces deux lignes sont aussi tangentes l’une à l’autre. 
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En effet, concevez un cylindre ayant pour directrice lu 
, courbe ABC, et dont les génératrices soient perpendiculaires 
à MN. Sa trace sur le plarîMN sera la courbe abc projection 
de ABC. Le plan mené tangentiellement à ce cylindre, par le 
point, B, de contact des lignes ABC, DBE, contient la généra- 
trice Bb, et coupe le plan MN suivant la droite dbe tangente 
à abc au point b. Or, il est évident que dbe est la projection de 
DBE : le principe est donc démontré. 

41 . Nous avons expliqué (p. 1 30, n° 39) comment, en menant 
des plans tangents à dcüx surfaces, on détermine dans l’espace 
la tangente DBE (fig. 1 i, 2 e partie) à leur intersection, ABC, au 
point B qui est donné. En projetant DBE sur un plan, MN, on 
a une droite dbe à laquelle doit être tangente la projection 
abc de la courbe ABC de l’espace. La même construction 
appliquée à différents points de la ligne ABC, déterminera des 
tangentes il ses projections, et fera connaître avec plus de • 
précision la forme que ces courbes doivent avoir. 

Remarquons, toutefois, qu’il peut y avoir sur l’intersection 
dés surfaces données, des points pour lesquels les construc- 
tions précédentes soient en défaut. C’est ce qui a lieu lorsque 
les deux plans tangents se confondent, ou bien se coupent sui- 
vant une perpendiculaire à l’un des plans de projection.. Il 
faut alors recourir à d’autres méthodes pour déterminer les 
tangentes aux projections de l’intersection de ces surfaces. 

43 . Les questions relatives à l’intersection de deux sur- 
faces renferment trois parties distinctes : 

1°. 11 faut trouver les projections de la courbe d’intersec- 
tion, et celles d’une tangente menée à un point quelconque de 
cette courbe. 

2°. Si l’intersection est plane,- on devra la construire en 
vraie grandeur, en rabattant le plan qui la contient sur l’un 
des deux plans de* projection. * 

3". Si l’une des surfaces données est développable, on cher- ,g-, 
chera la transformée de l’intersection , c’est-à-dire la ligue dé- 
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terminée par l’intersection, dans le développement de la 
surface. 

Dans ces deux derniers cas, il convient encore de mener des 
tangentes au rabattement et à la transformée de la courbe 
d’intersection. 


V- § Il » ’ 

Applications. 

PROBLÈME I. 

‘13. Construire la section faite par un plan dans un cylindre 
droit vertical ; mener la tangente à la courbe d'intersection; 
faire le développement de la surface cylindrique, et y rapporter 
la courbe d’intersection ainsi que la tangente. 

Un cylindre droit est, comme on sait, celui qui a pour di- 
rectrice ou base une courbe située sur un plan perpendicu- 
laire à la génératrice. Dans le cas actuel, les génératrices 
étant, de plus, supposées verticales, le plan de la base du 
cylindre est horizontal ; on le prendra pour plan de projec- 
tion. Afin de simplifier les constructions graphiques, on don- 
nera au plan vertical de projection une direction perpendicu- 
laire au plan sécant. 

La base du cylindre est la courbe arnb ( ftg . 1 3, 2 e partie), qui 
représente aussi le contour apparent de la surface cylindrique 
sur le plan horizontal. Les projections verticales des généra- 
trices s’obtiennent en abaissant des différents points de cette 
co’urbe des perpendiculaires sur la ligne de terre ocy. La trace 
verticale du plan sécant est une droite quelconque ai' rencon- 
trant xy au point a ; la trace horizontale est la droite al per- 
pendiculaire à xy en a. Enfin, il résulte de la forme donnée 
(ftg. 15), à la base amb du cylindre, que cette courbe est en- 
tièrement comprise entre deux tangentes rectilignes ad, bf, 
qui sont perpendiculaires a la ligne de terre. Les prolonge- 
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ments de, fg, des 'tangentes ad, bf représentent le contour ap- 
parent du cylindre, sur le plan vertical. 

•I I. D’après la disposition donnée aux plans de projection, 
il est évident que l’intersection du cylindre et du plan sécant 
fai' se projette horizontalement suivant la courbe amb; la 
projection verticale de l’intersection dont il s’agit, est repré- 
sentée par la partie a'b' de la trace ai', comprise entre les 
droites de, fg, projections Verticales de deux génératrices 
extrêmes élevées aux points a, b. 

Pour trouver la projection verticale m' d’un point quel- 
conque M de l’intersection, dont on donne la projection hori- 
zontale m ; il suffira d’abaisser du point m une perpendicu- 
laire mm" sur la ligne de terre et de la prolonger jusqu’à ce 
qu’elle rencontre, en m', la trace ai’ du plan. 

La tangente à la courbe d’intersection en un point quel- 
conque (m, m'y se projette .horizontalement suivant la droite 
mH qui toüchc au point m la base amb du cylindre (p. Io0,_ 
n° 40). Elle a pour projection verticale a m', et coupe le plan ho- 
rizontal au point H, qui appartient aux deux droites ai, mH. 

15 . Cherchons maintenant, en vraie grandeur, la courbe 
d’intersection, en rabattant le plan sécant l'ai sur le plan ver- 
tical de projection. 

La perpendiculaire élevée au plan vertical, en un point quel- 
conque m' de a'b', est entièrement située dans le plan l'ai, et 
coupe la courbe qu’il s’agit de rabattre en des points M, N, 
dont les projections horizontales sont m, n. Déplus, lesdistances 
■m' M, m'N, sont respectivement égales à m''m, m"n. Pour 
trouver les rabattements M v , N v , des points M, N , il suffira donc 
de mener dans le plan vertical, une perpendiculaire à ai', au 
point m', et de prendre sur la direction de cette perpendicu- 
laire, les distances m'M v , m'N v , égales à m"m, m"n. La même 
construction appliquée aux différentes positions de m' sur a'b' 
donnera autant de points qu’on voudra du rabattement de la 
courbe, il ne restera, plus qu’à les unir par une ligne conti- 
nue, pour avoir, dans sa vraie forme, l’intersection demandée. 
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Il est facile de mener une tangente à un point quelconque 
M v de la courbe B V M V A V déterminée par la construction pré- 
cédente. En effet, on obtient d’abord les projections m',ni du 
point M v rel.evé, au moyen des droites M v m', m'm, perpendi- 
culaires, l’une à «r, l’autre à la • ligne de terre. La tangente 
mil à la base du cylindre, donne la trace horizontale, H, 
d’une droite tangente en M à l’intersection considérée. Or, 
dans le rabattement du plan b.1' , la trace horizontale, H, vient 
coïncider avec le point H v situé sur une perpendiculaire all v à 
a/', et à une distance de a égale à. <*H. En joignant les [joints H v , 
M v , par une droite, on aura la tangente cherchée. 

. • 

46 . Si l’on veut rabattre sur le plan horizontal l’intersec- 
tion du cylindre et du plan lot, il faudra faire, pour différents 
points de cette courbe, la construction que nous allons indi- 
quer. 

De la projection horizontale m d’un point M de l’ïntersec- 
•tion, menons une perpendiculaire mi sur la trace horizontale 
a l du plan sécante et sur cette perpendiculaire prenons la dis- 
4ance iM,, égale à l’hypoténuse *M' du triangle rectangle 
imW dans lequel le côté mW de l’angle droit est égal à m'm", 
l’extrémité M u de la droite iM h sera le rabattement horizontal 
de M. La môme construction répétée déterminera la courbe 
que l’on cherche, en faisant connaître les points par lesquels 
elle doit passer. 1 J . 

Pour construire la tangente à cette courbe, en un point 
* quelconque M u , on cherchera d’abord la projection horizon- 
tale m de M h relevé, au moyen de la perpendiculaire M k tm, à 
la trace al. Puis, on mènera à la base du cylindre la tangente 
mil qui rencontre al au point II. La droite HM h sera la tan- 
gente demandée, comme il est facile de le voir. 

Remarque. Lorsqu’on ne peut disposer de l’espace né- 
cessaire pour rabattre la courbe d’intersection, en faisant 
' tourner le plan sécant autour de ses traces , la véritable 
grandeur de cette courbe se détermine par un procédé que 
» nous allons-faire connaître. 
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Menons d’un point r’ (fig. IG, 2' partie), pris sur la trace «T, 
entre a' et b', une perpendiculaire au plan vertical do projec- 
tion, et concevons que le plan sécant l'ai, tourne autour de 
celte perpendiculaire jusqu'à ce qu’il prenne une direction 
horizontale. La trace ar’t coïncide alors avec la droite x’r’y' 
parallèle à la ligne de terre, et la courbe d’intersection située 
actuellement dihis le plan x'r’ij, se projette horizontalement 
en vraie grandeur. C’est cqfte projection qu’il s’agit de cons- 
truire. 

A cet effet, observons que dans le mouvement de rotation 
attribué au plan sécant l'ai, un point quelconque (m, m ') de 
la courbe qu’il contient, décrit un arc de cercle dont la pro- 
jection verticale coïncide avec l’arc mV qui a pour centre r\ 
et pour rayon r'nï. Lorsque le plan sécant l'ai devient hori- 
zontal, la projection verticale du point (m', m) coïncide avec 
le point s', intersection des lignes m’s', x'r'y'; sa projection 
horizontale s se trouve àla rencontre des deux droites s's, ms, 
l’une perpendiculaire et l’autre parallèle à la lignç de terre. 
Eh répétant la même construction, on trouvera les points s, 
r , n r t, etc., qui déterminent la courbe cherchée. Quant à sa 
tangente en un point quelconque s, on l’obtient delà manière 
suivante. 

Abaissons la perpendiculaire ss' sur x'y’, et du point r', 
comme centre, décrivons avec rV pour rayon, l’arc s'm' qui 
rencontre en m ' la trace l'a. 11 est évident que m' représente 
la projection verticale d’un point M avec lequel coïncide le 
point (s, /j lorsque le plan d’intersection est ramené à sa po- 
sition primitive l'ai. La projection horizontale m de M est 
d’ailleurs sur la base du cylindre, à la rencontre des droites 
m’tn, sm respectivement parallèles à ss', x'y'. D’où il suit que 
la délite mH, menée tangentiellement à la base du cylindre, 
est la projection horizontale de la tangente, au point (s, s'), à 
la courbe d’intersection quand le plan qui la contient a repris 
la position JW. 

Cela posé, prenons sur cette tangente un point quelconque 
(o, o'), et faisons tourner le plan J'ai, autour de l'a^e élevé en 
t', jusqu’à ce que la trace al' coïncide avec xf y'. Le point 0 se 
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confondra, alors, avec un point P dont les projections p, p' se 
déterminent par la construction précédemment indiquée. 

En menant la droite ps, on aura la tangente demandée. 

Au lieu de prendre arbitrairement le point (o, o'), il sera 
plus simple de choisir celui où la tangente (mil, m'a ) ren- 
contre l’axe de rotation élevé en r'. Ce point de rencontre reste 
invariable dans le mouvement du plan l'ai ; §a projection ho- 
rizontale est le point k ; il suffira 4pnc, pour construire la tan- 
gente cherchée, de joindre les points k , s, par une droite. 

On voit de même que la trace horizontale H de la droite 
(mil, m'a), se rabat, sur le plan horizontal x'y', en un point 
qui a pour projections 6, 6'. 


47 . Occupons-nous actuellement de la transformée de la 
courbe d’intersection. 

En considérant un cylindre comme la limite des prismes 
inécrits ou circonscrits, on reconnaît immédiatement que, 
dans le développement de la surface, toute section perpendi- 
culaire aux génératrices se transforme en une droite qui est 
aussi perpendiculaire à. ces génératrices. Déplus, les longueurs 
des arêtes comprises entre la section perpendiculaire et toute 
autre section, restent invariables. D’après cela, il est facile de 
concevoir comment on obtiendra les différents points de la 
transformée d’une section oblique. 

Supposons qu’on développe la surface en partant de la gé- 
nératrice qui passe au point b ( fig . 13, 2 e partie). 

Il faudra d’abord diviser la base du cylindre en Un certain 
nombre de parties ftp, pr, rm, ma, etc. Puis, on prendra sur 
une droite indéfinie XY (fig. 17, 2' partie) des distances BP, 
PR, RM, etc., approximativement égales aux arcs bp, pr, 
rm, etc. En élevant, ensuite, sur XY, les perpendiculaire^BB’* 
PP', RR'..., dont les longueurs soient représentées par b'f, 
p'p'', r'r"... (fig. 1o, 2 e partie), les extrémités B', P', R', etc., de 
ces perpendiculaires appartiendront à la transformée que 
l’on cherche, et serviront, par conséquent, à la déterminer. 

Il est évident que, dans le développement du cylindre, les 
droites qui touchant la courbe d’intersection aux différents 
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points (b, &'), (m, m'), etc., deviennent tangentes à la.trans- 
formée, en B', M', etc. ; les angles que ces droites font avec 
les génératrices du cylindre, menées par les points de con- 
tact, restent, d’ailleurs, invariables. Il s’en suit que la tan- 
gente M'Il' à un point quelconque M' de la transformée, ren- 
contre XY à une distance H'M de M, égale à la droite tfiH 
( fig . 13, 2“ partie) qui joint la trace horizontale H, de la tan- 
gente MH, à la projection m du point de contact (m, m'). Par 
conséquent, il suffira, pour construire la tangente M'H' (fig. 1 7, 
2' partie) à la transformée, de prendre sur XY, dans un sens 
convenable, la distance MH' égale à mH, et de mener la 
droite H'M'. ' . • 

48. La solution que nous venons de donner du problème 
énoncé (p. 132, n° 43) est générale; elle s’applique à toutes les 
courbes que l’on peut prendre pour base ou- directrice du 
cylindre droit. Dans le cas particulier représenté {fig. 13, 
2 e partië), la base du cylindre est une circonférence. Alors, la 
courbe d’intersection est, comme on sait, une ellipse dont le 
petit axe est égal au diamètre ah de la base du cylindre, et 
qui a pour grand axe la droite À V B V égale à a'b'. 

. 

PROBLÈME IL 

4W. Construire la section faite sur la surface d’un cylindre 
oblique par un plan perpendiculaire à ses génératrices ; mener 
■la tangente à cette courbe ; fairele développement de la surface 
cylindrique, et y rapporter la courbe qui sert de base au cy- 
lindre ainsi que sa tangente. 

Soient abcd {fig. 18, 2 e partie), la base, ou la trace horizon- 
tale du cylindre; etpg, p'q', les projections d’une droite à la- 
quelle ses génératrices doivent être parallèles. Le contour 
apparent de la surface^sur le plan horizontal, sera déterminé 
par les tangentes as, et, parallèles à pq. Le contour apparent 
sur le plan vertical est formé des droites b'6’, d'I', parallèles à 
p'q' , et menées des points b', d', où la ligne de terre, xy, est 
rencontrée par les tangentes bb', dd', qui lui sont perpendi- 
culaires. 
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Le plan sécant l'*l a, d’ailleurs, ses traces a l, al', perpendi- 
culaires à pq, p'q'f 

Pour construire les projections o'n'm’, onm , de la courbe 
d’intersection nous suivrons la méthode générale, indiquée 
(n“ 3a, p. U8). Nous donnerons aux plans auxiliaires une di- 
rection à la fois verticale et parallèle aux génératrices du cy- 
lindre. En les dirigeant de cette manière, ils coupent le cy- 
lindre et le plan donné suivant des droites dont les points 
communs s’obtiennent facilement en projections. 

En effet, considérons l’un des plans employés auxiliaire- 
nxent, 11 aura pour trace horizontale, une droite yH'gr paral- 
lèle à pq ; sa trace verticale qYg' sera perpendiculaire à la 
ligne de terre xy. Ce plan coupe la surface cylindrique sui- 
vant des génératrices passant aux points e, f, communs à la 
base du cylindre et à la trace yll 'g, et dont les projections 
verticale/; sont les droites e'o', fm'. Son intersection II'V' avec 
le plan donné l'ai a pour projections H'y, Yh" ; par conséquent 
les points o', m', où Yh" est rencontrée par e'o', fm', appar- 
tiennent à la projection vei'ticale de la courbe demandée. On 
aura deux points o, m, de sa projection horizontale, en pro- 
longeant jusqu’à la rencontre de Il'y, les perpendiculaires 
o'o" , m'm ", abaissées de o', m' sur la ligne de terre xy. 

. Le même procédé s’applique aux autres plans auxiliaires, 
mais avec une simplification qui dépend de ce qu’ils cou- 
pent le plan donné suivant des parallèles à la droite ll'V', 
dont la pi’ojection verticale h" Y a déjà été détenninée. Voici 
la construction qu’il faudra, maintenant, répéter pour avoir 
autant de points qu’on voudra, des deux projections chexv 
ehées. 

On mènera, parallèlement à pq, une droite qui ait au moins 
un point commun avec la base abc du cylindre. Nommons 
H"t cette droite ; k,i..., scs points d’intersection avec la hase 
abc et H" Celui où elle coupe la trace hoi'izontale, al, du plan 
donné. De k, t... Il”, on abaissefa sur xy des perpendiculaires 
klc', ii'..., H "h"' . Puis, il faudx’a par k', i',.., conduire des pa- 
rallèles à p'q', et par h'", une parallèle à h "Y. Lés points, s', 
n'..., où cette dei’nière droite coupe les premièi'es, apparticn- 
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lient à la projection verticale, o'n'm', de la courbe d’intersec- 

' * * 

tion; les perpendiculaires menées des', n'...,k xy donnent 
sur H"i des points z, n..., de la projection horizontale onm, 
de cette courbe. 

En unissant par’ des lignes continues les différents points 
trouvés, ainsi, sur chaque plan de projection, ou obtient les 
courbes o'n'm', onm, qui représentent, en projections, l’inter- 
section du plan l'ai et du cylindre. 

Remarque. Les points n', z', etc., s’obtenant au moyen de 
parallèles menées à la projection verticale h"Y, on conçoit 
qu’il est très-important de déterminer, le plus exactement 
possible, la direction de cette droite. C’est pourquoi l’on fera 
la vérification suivante. 

Par un point î' du plan l'ai, menons une parallèle à la 
trace horizontale ai ; elle coupera le plan auxiliaire g'-; g en un 
point (r.r'j dont la projection verticale, r ', devra appartenir à 
h"Y. 

50. Les tangentes aux courbes onm, o'n'm', en des poiuts 
n, n' se détermineront, en projetant la droite de l’espace qui 
touche, au point (n, n'),, l’intersection du cylindre et du plan 
sécant i'al. 

S’il s’agit, par exemple, de construire la tangente nll à la- 
courbe onm, au point n; il faudra d'abord trouver la projec- 
tion verticale n' du point N de la courbe d’intersection, qui 
se projette horizontalement en n. 

A cet effet, on abaissera successivement les perpendicu- 
laires nH" et U" h'" sur al et xy; puis, , des points h'", n, on 
mènera les droites h"'ri, nn', la première parallèle il h"Y, 
l’autre perpendiculaire à xy. Le point n' se trouvera, à la 
rencontre de ces deux dernières droites, sur la courbe 
o'n'm'. 

Les projections n , n', de N étant maintenant connues, on 
peut mener au cylindre un plan tangent en N, il coupera le 
plan donne l'ai suivant une droite tangente à la courbe de 
l’espace, au point (n, n'}. 
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La génératrice de contact a pour projections H"n, ri? y sa 
trace horizontale est le point f. Donc, la tangente *H, menée 
par ce point à la base du cylindre, sera la trace horizontale du 
plan tangent. Il s’ensuit que II est la trace horizontale de l’in- 
tersection des deux plans; et, par conséquent, en menant la 
droite Hn on aura la tangente en n à, la courbe onm. 

La projection verticale h' ri de la t droite. HN, touche au 
point n' la courbe o'n'm'. * 

51 . Pour déterminer en vraie grandeur l’intersection du 
cylindre et du plan l'ai, nous rabattons, l'ai siir le plan hori- 
zontal de projection. 

Menons par les points M, N, Z, O,.., de la courbe de l’es- 
pace, des parallèles à la trace horizontale al ; toutes ces droites 
appartiennent au plan l'ai, elles ont pour projections ver- 
ticales,, des parallèles m' M', «'N', z'Z 1 , o'O'... à la ligne de 
terre, et rencontrent la trace>l', aux points M', N', Z', O', etc. 
Dans le rabattement du plan l’ai la trace verticale l'a, coïn- 
cide avec a f h ; et M', N', 2', O'..., viennent se placer sur al’ h , 
en des points M' h , N',., Z' a , 0' a ,.., dont les distances à a, sont 
respectivement égales à aM', aN', aZ', [aO', etc. Les droites 
M'M, N'N, Z'Z, O'O..., prennent des directions* M' h M h , N’ h N a , 
Z' h Z h , 0' h 0 h ..., parallèles à ai, et rencontrent en M h ,-N h , Z h , 
O h ... les perpendiculaires mil', nH", etc., abaissées sur ai. 
Les points M h , N h ..., sont des rabattements de M, N, etc., et 
déterminent la courbe M h N h Z h O,„ qui représente, en vraie 
grandeur, l’intersection du cylindre et du plan donné l'ai. 

59 . La tangente en un point quelconque N h de la courbe 
rabattue, s’obtient au moyen des constructions suivantes. 

Du point donné N,, abaissons sur al la perpendiculaire 
N h H" que nous prolongerons jusqu’au point i sur la base abc 
du cylindre. Menons, ensuite, à abc, la tangente tH qui ren- 
contre, en II, la trace horizontale al. En unissant par une 
droite les deux points H, N,„ on aura la tangente demandée. 

53 . Dans le développement de la surface cylindrique, la 
courbe d’intersection située dans un plan perpendiculaire 

- '« ' ’ ’ 
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aux génératrices, devient une ligne droite dont la direction 
est elle-même perpendiculaire à celle des génératrices du 
cylindre. La transformée de la base abc est une courbe qu’il 
s’agit de construire.. . , 

En supposant qu’on développe le cylindre en partant de 
l’arête qui passe au point (n,n'), on prendra sur une droite 
indéfinie X' Y' (fig. 19, 2° partie) des distances NZ, ZO, etc., 
égales aux arcs N,, Z h , Z h O h , etc {fig. 18, 2 e partie); les extré- 
mités N, Z. O.,, de ces distances représenteront, dans le déve- 
loppementde la surface, les points (n,n'), (s, s'),(o,o'), etc., de 
la courbe d’intersection. Il faudra, ensuite, élever sur X'Y', 
(fig. 19), les perpendiculaires NI, ZK,OE, etc., respectivement 
égales aux portions des génératrices comprises entre le plan 
sécant et le plan horizontal , et menées par (n,n') (s, s') 
(o,o'), etc. (*). Les points I, K, E..., obtenus de cette manière 
appartiennent évidemment à la transformée de la base du cy- 
lindre; il ne reste plus qu’à les unir par un trait continu pour 
avoir cette transformée. . 

Si l’on veut construire la tangente IH' en un point I de. la 
transformée IKE (fig. 19), on mènera, d’abort^ à la base abc 
du cylindre, la tangente iH, par le point i, correspondant àl. 
Et après avoir joint II au , rabattement N h de (n,n r ) (fig. i8, 
T partie’), on prendra sur X'Y' (fig. 19) la distance NH' égale 
à HN h . La droite H'I sera la tangente cherchée. 

En ellet, concevons la perpendiculaire abaissée de i (fig 18) 

(*) Les grandeurs de ces portions de génératrices peuvent être déter- 
minées au moyen du procédé qui donne la vraie grandeur d’une droite 
dont on connaît les projections. Mais, on simplifiera les constructions ou 
ayant égard au parallélisntc des droites qui sont ici considérées. En effet, 
nommons p (fig. 18) la trace horizontale de la ligne (pq, p'q'), à laquelle 
les génératrices du cylindre sont parallèles; et cherchons la distance de 
cette trace horizontale à un point quelconque (q\ q) de la droite (pq, p'q'}. 
Elle sera représentée par l'hypoténuse gV du triangle rectangle V/V/'V- 
dont le côté de l’angle droit q"u' est égal à qp. Si, maintenant, on mène 
par les points s', m', été., des parallèles à q'u', terminées à la ren- 
contre de la ligne de terre, on aura les grandeurs des génératrices du 
cylindre, comprises entre le plan horizontal et les points j», n'), {*, »'), 
” (m, m'), etc. *. 

(i. ET C. H 

» » 
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sur le plan sécant l'ai. Le pied de cette perpendiculaire sera le 
point N, ou (n, «') dont le rabattement est N h . Ou aura, dans 
l’espace, un triangle rectangle t’NH, situé dans un plan qui 
touche le cylindre suivant la génératrice iN ; le Côté de l’anglo 
droit UN, tangent à la courbe d’intersection, est égal à IIN h . 
Or, lorsqu’on développe la surface cylindrique, la tangente HN 
coïncide avec le développement NY ■ (ftg. 19) de la courbe d’in- 
tersection, et par suite, le point 11 yient tomber sur X'T à 
une distance NU' de N, égale à UN,,. 


PROBLÈME III. 

54. Construire l’intersection d’un cône droit par un plan 
perpendiculaire à l'un des plans de projection : développement 

et tangente. ' . ...... . 

■ , . . ‘ » » 

En prenant pour base du cône la circonférence apbs { fig . 20, 
2° partie), située sur le plan horizontal ; l’axe est une verticale 
élevée au centre c de cette circonférence; les projections du 
sommet sont les points c, c'. La courbe apbs, et les deux 
droites c'a', c'b', représentent les contours apparents de la sur- 
face, sur les plans de projection. 

Nous supposerons que le plan sécant l'ai est perpendiculaire 
au plan vertical de projection et que sa trace verticale l'a ren- 
contre les droites c'a', c'b', d’un même côté du point c'. Dans 
ce cas, la courbe d’intersection est une ellipse dont la projec- 
tion verticale coïncide avec la partie d'f de al', comprise entre 
c'a', c'b'. 

7 A • 

Cela posé, nous allons chercher successivement : la projec- 
tion horizontale, le rabattement, et la transformée de la 
courbe d’intersection. 

. - e - . 

55. Projection. Les plans auxiliaires, que nous choisis- 
sons; passent par e sommet du cône, et sont perpendiculaires 
au plan vertical. L un d’eux, s os, coupe le cône suivant deux 
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génératrices pC, qG, sen intersection avec le plan donné l'ai, 
est une droite menée par le point m' parallèlement à ai, et qui 
rencontre les génératrices pC, qG, en des points M, N, dont les 
projections horizontales sont m, n. En appliquant la même « 
construction aux autres plans auxiliaires, on trouvera la 
courbe dmfn. 

‘ ' • 

Hem arque. Cette construction est en défaut pour le plan 
c'g"c perpendiculaire à æy et mené par le sommet du cône. 
Car, les projections horizontales des génératrices rC, sC'ge 
confondent avec celle de la parallèle à ai, menée par g'. Dans 
ce cas, on emploie, comme auxiliaire, le plan horizontal g'e'. 

Il détermine, sur le cône, une circonférence dont le rayon 
est égal à g'e', et qui se projette horizontalement en vraie 
grandeur. Il suffira donc de prendre sur g" s, les distances 
cg, ch, égales à g'e', pour avoir les projections horizontales 
g, h, des points où les génératrices rC, sC, rencontrent le 
plan l'ai. , ... , 

On obtiendrait, de même, les autres points m, n, i, k, etc., 
de la courbe dmfn, en coupant la surface conique par 
plans des o't ', o"t" , etc. , perpendiculaires à l’axe du 
cône., ■ • • • 

56. La tangente mil à dmfn, est la projection horizontale 
de la droite qui touche au point (m, m') la courbe d’intersec- 
tion. Cette droite appartient au plan tangent mené suivant la 
génératrice CMp ; elle coupe le plan horizontal au plan H. On 
aura donc la tangente mil, en unissant par une droite les 
deux points ni, H. 

5 1. Rabattement. Si l’on fait tourner le plan sécant i'al 
autour de l'a jusqu’à ce qu’il coïncide avec le plan vertical 
de projection, les parallèles à al, menées par d', m', etc., pren- 
dront les directions d'D v , m'M v , etc., perpendiculaires à l'a, 
et les points D, M, N..., de la courbe d’intersection, tombe- 
ront sur ces perpendiculaires à des distances de d', m'..., res- 
pectivement égales à d".d, m"m, m”n, etc. On aura, ainsi, 
f 
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et l’on porte leurs cordes sur X'Y'. 11 est, d’àilleurs, évident 
que les distances du sommet du cône aux points [g', h), ( m'.n ), 
[cl', cl)... (fig. 20, 2 e partie), de la courbe d’intersection &nt 
représentées par c'e', c'I', c't'"..., on aura donc les points cor- 
respondants à [g', h), (m’, n), [d! , d), etc., sur la transformée 
en prenant, dans les directions des rayons Cîs, Cq', C b", etc. 
[fig. 21, 2 e partie), les distances CH', CN', CD'..., égales à c'e', 
c't', c't'", etc. 

En unissant les points H', N’, D'..., par un trait continu, on 
obtient la transformée de l’intersection du cône et du plan. 

60 . Proposons-nous, maintenant, de mener une tangente, 
.M'II", à la transformée H'N'D' [fig. 21), au point M'. Le rayon 
CM'p", correspond à la génératrice CMp [fig. 20); de plus, 
l’angle p"M'H" est égal à l’angle pMH ; il en résulte que le 
triangle rectangle M'p' H" déterminé, en élevant la perpendi- 
culaire p"H" au rayon Cp", est égal au triangle rectangle 
MpH. Par conséquent, on obtiendra la tangente M'II" en joi- 
gnant le point donné M', à l’extrémité H" de la droite p"H" 
égale à pH. 

61 . Lorsque le plan sécant l'ai coupe les deux nappes du 
cône, la section est une hyperbole dont les projections, le ra- 
battement et la transformée s’obtiennent encore au moyen 
des constructions précédemment exposées. Mais dans ce 
cas il faut, de plus, déterminer les asymptotes de la courbe. 
C’est la question que nous allons traiter. 

Une asymptote rectiligne peut être considérée comme la 
limite des différentes positions d’une tangente dont le point 
de contact s’éloigne indéfiniment d’un point fixe de la courbe. 
En suivant cette définition dans la recherche des asymptotes, 
nous choisirons sur la tangente mobile, un point lié d’une 
manière quelconque au point de contact et nou3 examinerons 
.ce qu’il devient quand le point de contact, cesse d’exister, en 
passant à l’infini. Que si l’on peut encore, à cette limite, fixer 
la position du point choisi sur la tangente, il en faudra con- 
clure que l’asymptote existe réellement, et pour lacoiistruire, 
il suffira d’en trouver un second point, ou bien encore, dû 
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déterminer la direction qu’elle doit avoir sur le plan de la 
courbe. 

Afin de donner une idée plus précise des applications de 
cette méthode, nommons A la courbe d'intersection etM/i, 
une tangente à À en un point quelconque M (fig. 22, 2* partie). 
La droite M/i est, comme on sait, l’intersection du plan sé- 
cant M, et d’un plan qui touche le cône suivant la généra- 
trice CM. De sorte que, pour obtenir la trace horizontale h de 
la droite MA, on mène une tangente à la base du cône, au 
point dde la génératrice CMd, et l’on prolonge cette tangente, 
di, jusqu’à ce qu’elle rencontre la trace horizontale, ai, du 
plan sécant. 

D’après cela, on voit de quelle manière les points h, M, sont’ 
.liés entre eux. Il reste à savoir ce que le premier devient 
quand l’autre passe à l’infini. Or, de ce que M appartient à la 
fois à la droite CM et au plan donné i'«i, il faut conclure que 
la génératrice CMd, prend une direction Ce parallèle au plan 
l'ai, lorsque le point M est à l’infini. La trace horizontale du 
plan mené tangentiellement au cône parla génératrice Ce, est 
tangente à la base du cône au point e ; en cherchant l’inter- 
section s de cette tangente et de la trace horizontale ai, on 
aura la position du point h, àla limite considérée. Il est, d’ail- 
leurs, évident que l’intersection des plans i'ai, Ces, est paral- 
lèle à la génératrice Ce. 

De là, concluons la règle suivante. 

Pour déterminer les asymptotes à une section conique si- 
tuée dans un plan qui rencontre les deux nappes, faites passer 
par le sommet C, un plan parallèle à celui de la section; il 
coupera la surface du cône suivant des génératrices Ce, Cg, 
dont il faudra construire les traces horizontales e, g. En ces 
points, menez à la base du cône des tangentes, es, gr, que 
vous prolongerez jusqu’à, la trace horizontale, al, du plan sé- 
cant. Aux points de rencontre, s, r, conduisez des parallèle» 
aux génératrices Ce, C g: elles seront les asymptotes clu!?^ 
chées. 1 ' ' 

Quand la section conique est une parabole, la trace hori- 
zontale du plan mené par le sommet C, est tangente à la 
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base du cône. Les deux droites es, gr -coïncident avec cette 
trace, et deviennent parallèles à ai. Alors, les points, s, r, 
cessent d’exister, ou, si l’on veut, ils passent à l'infini avec les 
points de contact des tangentes à la section. Il en faut con- 
clure que la parabole n’a pas d’asymptote. 

.» . ■ • • ' * 

; ' * ‘ 4 . 1 ' _ ■ . x •' •* , 

G*. Il est facile d’appliquer la méthode des projections aux 
constructions qui déterminent les asymptotes de l’hyperbole 
obtenue en coupant le cône par un plan l'ai. 

En effet, soient c, c' (fi g. 23, 2° partie), les projections du 
sommet du cône; et pclqg sa base. Les traces du plan mené par 
le sommet, parallèlement à l'ai, seront des droites ü'3, 3s, res- 
pectivement parallèles à l'a, al. Les génératrices situées dans ce 
plan, ont pour projections horizontales : ce, cg. Elles rencon- 
trent en e, g, la circonférence pdqg, qui est la base du cône. 
Les tangentes gr,es à pdqg, coupent aux points r, s, la trace 
al. Par conséquent, on aura les projections horizontales des 
asymptotes en menant des parallèles so, ro, à ce, cg, par les 
points s, r. L’intersection o de so, ro, représente, sur le plan 
horizontal, la projection du centre de l'hyperbole. Pour trou- 
ver la projection verticale o' de ce centré il suffit d’abaisser 
du point o une perpendiculaire sur la ligne de terre, et de la 
prolonger jusqu’à la trace verticale ai'. 

Les sommets, A, B,- de l’hyperbole se projettent Verticale- 
• ment en a', b', à l’intersection de ai' et des droites è'p', c'q', 
qui représentent, sur le plan vertical, le Contour apparent de 
la surface du cône. En menant de a', b‘, des perpendiculaires 
à la ligne de terre xy, oh obtient éri a, b, sur une parallèle à 
xy passant par le point c, les projections horizontales des deux 

sommets. , ‘ ’ .. . . - 

• • : ». « 

63 Dans le rabattement vertical du plan Val, les points s, 
r, se placent sur une perpendiculaire a/i v , à ai', et à des dis- 
tances a s Vfl at\ eje a, respectivement égales à as, ar. De plus, le 
centre O, de l'hyperbole tombe à l’extrémité O v de la droite 
o'O v parallèle à ali,, et égale ào"o. Par conséquent, les rabat- 
tements, des asymptotes sont les droites O v s v , O v r v . 
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©J. Pour obtenir la transformée de la courbe d’intersec- 
tion, on décrit dans un plan quelconque, une circonférence 
q,"p"q t '' ( fig . 24, 2 e partie), avec un rayon égal à l'apothème c'p' 
{fig. 23, V partie); et l'on prend sur cette circonférence un arc 
?i ’P'q*" Qui soit à la circonférence entière dans le rapport du 
rayon cp de la base du cône à l’apothème c'p'. L’arc q,’'p"q," 
représentera le développement de la base pdqg du cône. 

Supposons qu’on ouvre le cône suivant l’arête C q {fig. "23) 
dont le prolongement passe au sommet B de l’hyperbole : 
dans le développement de la surface conique-, l’arête Cq prend 
deux directions Cq,", Cq," {fig. 24); le sommet B correspond, 
à la fois, aux points B,", B,", situés sur Cq,", Cq,", à des dis- 
tances de q,", q," égales bjb'q' {fig. 23); la branche d’hyperbole 
qui contient cesommct, se partage et donne les deux cour- 
bes B, "K", B, "P" {fig. 24V 

La transformée de l’autre branche est Le sommet 

A se place en A" sur le rayon Cp" mené au milieu p' de 
q,"q,", à une distance du centre C, égale à c'a' {fig. 23). On 
obtient des tangentes à la transformée de l’hyperbole au 
moyen des constructions indiquées (n° 60, p. 165} pour le cas 
de l’ellipse. 

Les asymptotes à la courbe d’intersection étant considérées 
comme les limites des tangentes, on peut déterminer les direc- 
tions qu’elles prennent sur le plan où l’on développe la surface 
du côno. /* .; : î . ■ 

En effet, les génératrices Ce, Cg {fig. 23), parallèles -aux 
asymptotes, coïncident avec des rayons Ce", Cg" {fig. 24), dont 
les extrémités e", g", s’obtiennent en prenant les arcs p"e", 
p"g" égaux à pe, pg {fig. 23). Les tangentes es, gr à la base du 
cône, suivent les directions des droites c"s", g"r", perpendi- 
culaires .aux rayons Ce”, Cq" ; et les points s, r, se*placent en 
s", r", à des distances e"s", g"r", de e", g", respectivement 
' égales à es, gr. 

On sait, d’ailleurs, qu’en développant la surface du cône, 
on ne change pas les angles que les tangentes â la courbe d’in- 
tersection forment avec les génératrices qui passent aux points 

de contact; il suffira donc de mener par les points s", r", des 
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parallèles au rayons Ce",, C g", pour avoir sur le plan du 
développement, les droites correspondantes aux deux asym- 
ptotes. 

. ' • ,/#'. • \ . 

* i 

PROBLÈME IV. 

©5. Construire l'intersection d'une surface de révolution par 
un plan, et la tangente à la courbe d'intersection; résoudre cette 
question lorsque la ligne génératrice est une droite qui ne ren- 
contre pas l’axe. 

• La solution générale consiste à mener une suite de plans 
perpendiculaires à l’axe de la surface, chacun d’eux coupe la 
surface suivant une circonférence, et le plan donné, suivant 
une droite : les points communs à oes deux lignes appartien- 
nent à l’intersection cherchée. 

Pour simplifier les constructions, on suppose l’axe verti- . 
cal; les plans auxiliaires sont, alors, horizontaux, les cir- 
conférences qu’ils déterminent en coupant la surface, se 
projettent en vraie grandeur sur le plan horizontal de projec- 
tion. 

Quant à la tangente à la courbe d’intersection en un point 
donné, on l’obtient, comme à l’ordinaire, en construisant la 
droite commune au plan sécant et au plan qui touche la sur- 
face au point donné. 

licous prendrons pour exemple, la surface de révolution en- 
gendrée par une droite qui ne rencontre pas l’axe; indiquons 
d’abord les principales propriétés de cette surface. 

©6. Soient ZZ' (fig. 2a, 2 e partie) un axe fixe, et ABC une 
droite mobile, non située dans un même plan avec ZZ' : con- 
cevons que la droite ABC tourne autour de l’axe, de manière 
que ses différents points A, B, C, etc. , décrivent, dans des plans 
perpendiculaires àZZ', des circonférences ayant pour rayons 
les perpendiculaires A©, BM, CN..., abaissées sur ZZ', et pour 
centres, les pieds G, M, N..., de ces perpendiculaires. La 
surface que la droite indéfinie, ABC, décrit, dans ce mou- 
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veinent, est ce qu’on nomme une surface gauche de révolu- 
tion. 

Le mouvement que l’on suppose à la droite AB est tel que 
deux points quelconques B, C, de cette droite parcourent si- 
multanément des arcs semblables BB', CC', sur les circonfé- 
rences qu’ils décrivent. De manière qu’on déterminera la 
position que le point G occupe quand le point B se transporte 
en B', en prenant dans un sens convenable, l’arc CG' sembla- 
ble à BB'. Il est facile de vérifier que la droite C'B' a la même 
longueur que CB. 

En effet, si l’on projette les rayons MB, MB' sur le plan CNC' 
parallèle à BMB', l’angle 6N b' formé par les projections sera 
égal à BMB', et par suite, à CNC'. Il en résulte que les angles 
CN6, C'N6', seront, de môme, égaux entre eux. Et comme, 
N6=N6', en menant les droites 6C, b' G', on formera deux 
triangles NôC, N6'C', qui auront un angle égal çompris en- 
tre côtés égaux ; on aura donc 6C=6'C', d’où l’on conclura 
BC=B'C'. 

Les droites B'C', BC, sont toujours situées dans des plans 
différents, car, en admettant qu’elles appartiennent à un 
môme plan il faudrait, d’abord, que les deux cordes CC', BB' 
fussent parallèles. Or, les triangles isocèles CNC', MBB', 
étant évidemment semblables entre eux, les angles NCC', 
MBB', sont égaux ; donc les rayons NC, MB, seraient paral- 
lèles, et par conséquent la génératrice donnée CBA serait 
dans un plan mené par l’axe ZZ', ce qui est contraire à l’hy- 
pothèse. ■ • 

De môme, les droites C'B', ZZ', sont situées dans des plans 
différents; autrement, les rayons MB', NC', seraient parallèles 
et à cause de l’égalité des angles B'MB, C'NC, on en conclurait 
encore, que MB est parallèle à NC. 

©7. Supposons que OA ( fig . 25, 2“ partie) soit la perpendicu- 
laire commune aux droites ABC, ZZ', et par conséquent, leur 
plus courte distance. De toutes les cirqpnféreuces décrites par 
les différents points de ABC, la plus petite sera celle dont 
le rayon est OA. Cette ^circonférence, qui représente le mi- 
. x 
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nimuin des parallèles de la surface, se uomme gorge ou col- 
lier. 

4>8. Les projections des génératrices , ABC, A'B'C', etc. {fig. 
23, 2' partie), sur le plan du plus petit des parallèles sont tan- 
gentes au collier de la surface. 

Soient A, A', les points où les génératrices ABC, A'B'C’ 
coupent le plan du collier; menons par A, A', des parallèles 
Ao, Â'o' à l’axe. Les plans -oAB, a'A'B', perpendiculaires ,1u 
plan du collier, rencontrent ce dernier plan suivant des 
droites AG, A'G' qui sont les projections des génératrices 
AB, A'B'. . ' 

Or, les rayons OA, OA', représentant les plus courtes dis- 
tances de l’axe ZZ' aux droites AB, A'B' sont évidemment 
perpendiculaires aux plans oAB, a'A'B; donc les angles 
OAG, OA'G' sont droits, et par conséquent, les projec- 
tions AG, A'G', touchent la. circonférence AOA', aux points 
A, A'. - 

• l 

Ô9. Les génératrices AB, A'B' [fig. 25) font avec les tan- 
gentes AG, A'G', des angles BAG, B' A'G' égaux entre eux. 

Menons un plan BMB' parallèle au plan du collier, il ren- 
contrera les génératrices AB, A’B', en des points B, B', et les 
parallèles Aa, A'a', à l’axe, aux points a, a'. On aura AB=A'B', 
et Aa=A'a'. Les triangles rectangles BAa, B'A'a', seront égaux 
entre eux ; il y aura donc encore égalité entre les augles BAG, 
B' A'G', compléments de BAa, B'A'a'. 

4 * 

première remarque. Un point quelconque M de l’axo ZZ' 
est à égale distance de toutes les génératrices. En effet, abais- 
sons les perpendiculaires àr, a'r', 6ur les génératrices AB, 
A'B', et menons les droites Mr, Mr'; elles seront aussi perpen- 
diculaires aux génératrices AB, A'B'. 

Les triangles rectangles Aar, A 'a'r' étant égaux, on a : ar= 
a'r’. Par suite, les triangles rectangles Mar, MaV, sont, de 
même, égaux entre eux; donc, Mr=Mr'. D’après cela, orf voit 
qu’un point quelconque, M, pris sur l’axe ZZ', peut être con- 
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sidéré comme le centre d’une sphère tangente à' toutes les 
génératrices de la surface. 

Seconde remarque. L’intersection des plans BAG, B'A'G’, 
est une perpendiculaire G'L élevée au plan du collier par le 
point de rencontre, G', des tangentes AG, A'G'. Les généra- 
trices AB, A'B', coupent la droite G'L, eu des points P, L, si- 
tués à égale distance de G', mais de différents côtés du plan 
AG' A'. On en peut conclure quç les deux génératrices AB, 
A'B', n’appartiennent pas à un même plan. C’est ce qui a déjà 
été démontré (n° G6, page 170). 

70 . Par un point quelconque, L, d’une surface gauche de 
révolution on peut mener deux droites entièrement situées sur 
cette surface. 

Soit LG' {fig, 23, 2 e partie), la perpendiculaire abaissée du 
point donné L sur le plan du collier, A'OA. Menons du point 
G' les tangentes G'A', G'A, à la circonférence A'OA. L’une de 
ces tangentes G'A', représentera la projection d’une drôite LA', 
avec laquelle le génératrice AB coïncide, lorsqu’elle passe au- 
point L (n° 68). De sorte que A'L s’applique sur la surface, 
dans toute son étendue. 

Actuellement, joignons L au second point de tangence A : 
tout point, H, pris sur la droite AL appartiendra à la surface 
de révolution. En effet, soient G', g', N, les points d’intersec- 
tion des droites A'L, G'L, ZZ', et d’un plan mené par H, pa- 
rallèlement au plan A'G'A; les droites N g', g'G, g'H seront 
respectivement parallèles aux droites OG', G'A', G'A; on en 
conclura que ÿ'C'=< 7 'H, et que les angles C'ÿ'N, H</'N, sont 
égaux. Par suite, NC'^=NH; donc, le point H appartient au pa- 
rallèle de la surface, décrit par le point C' de A'L. 

D’après cela, on voit que la droite AL est entièrement située 
sur la surface gauche de révolution. 

H Lorsque le point considéré est sur le copier, en A' par 
exefhple, on peut encore mener par ce point deux droites qui 
s’appliquent entièrement sur la surface. 
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L’une d’elles, A'B'C', représente la génératrice donnée ABC, 
dans la position qu’elle prend en passant en A'. On sait que 
A'B'C' appartient à un plan B'A'G', perpendiculaire au rayon 
OA', et qui contient la parallèle A'a' à l’axe ZZ' (n° 68). 

L’autre droite, A'L', s’obtiendra en faisant, dans le plan B'A'G' 
avec le prolongement A'F de la tangente A'G', un angle L'A'F 
égal à B'A'G'. Tout point K de A'L' appartient à la surface de 
révolution. En effet, menons un plan KB'M parallèle à G 'O A', 
il coupera le plan KA'B', suivant une parallèle KB' à G'A', et 
l’axe ZZ' en un point M. La bissectrice, AV, de l’angle KA'B' 
est perpendiculaire à KB', donc a' est le milieu de KB'. De 
plus, Ma' parallèle à OA' forme avec KB' deux angles droits; 
par conséquent, MK=MB'. Donc, K est un point du paral- 
lèle dont MB', est le rayon. 

On trouve, ainsi, deux systèmes de génératrices qui for- 
ment des angles égaux avec les tangentes au collier, les unes f 
dans un sens, les autres en sens contraire.. On a déjà vu que 
deux génératrices AB, A'B', du premier système ne se ren- 
contrent jamais ; la même démonstration s’applique évidem- 
ment aux génératrices du second. Mais, il faut observer que 
. chaque génératrice de l’un des systèmes coupe les généra- 
trices de l’autre. 

Considérons, par exemple, les deux génératrices A'C', AH , si- 
tuées dans les plans C' A'G', HAG', dont l’intersection, G 'g', est 
perpendiculaire au plan du collier. Puisque les angles HAG', 
C'A'G', sont égaux, il est clair que les droites AH, A'C', ren- 
contrent G 'g' au môme point L. Donc, les deux génératrices 
A'C', AH, se coupent. Elles deviendraient parallèles si les 
points A, A' étaient les extrémités d’un diamètre du collier. 
Dans tous les cas, elles sont dans un même plan. 

71 . On peut encore démontrer que trois génératrices 
prises comme on voudra, dans un môme système, ne sont 
jamais parallèles à un môme plan. 

En elfet, nommons a, 6, 8, les trois génératrices considé- 
rées; et par un point de l’axe conduisons des parallèles a', 6' 
o, à a, e, 8. On aura, ainsi, trois nouvelles droites a'j ë', 8', 

* 

» 
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distinctes, puisque deux des génératrices a, £, S, ne peuvent 
être parallèles entre elles. De plus, «', 6', 9, étant également 
inclinées sur l’axe de la surface, rencontrent le plan du col- 
lier en des points qui appartiennent à une circonférence. 

‘ Donc, a', 6', ÿ, ne sont pas situées dans un même plan. Et, 
par conséquent, aucun plan ne peut être parallèle, aux trois 
génératrices a, 6, 8. 

t ' 

Remarque. La surface gauche de révolution est le lieu 
géométrique des différentes positions d’unp droite indéfinie, 
assujettie à couper trois autres droites données et situées, 
deux à deux, dans des plans différents. Car, les génératrices 
de l’un des systèmes rencontrent trois des génératrices a, €, S, 
de l’autre, choisies comme on voudra. 

Ÿ2. Le centre O, du collier AF A' [fig. 26, partie), est aussi 
le centre de la surface. 

Soit OB une droite menée par le centre O du collier et qui 
coupe au point B la surface gauche de révolution, il s’agit de 
faire voir que si l’on prolonge OB, d’une longueur OB' égale à 
OB, l’extrémité B' appartient, de même, à cette surface. 

Menons d’abord B6 perpendiculaire au plan AFA', et 6A 
tangente au collier ; la droite BA représentera l'une- des deux 
génératrices qui passent en B. 

Prenons, ensuite, sur les prolongements de 60, AO, lés dis- 
tances 06', OA', égales à 06, OA. Les droites A'6', B'6’, A'B',qui 
joignent, deux à deux, les points A', 6', B', seront respecti- 
vement parallèles à A6, B6, AB. Donc, A'6' est une tangente au 
collier: B'6' est perpendiculaire au plan AFA', et de plus, les 
angles B'A'6', BA6 sont égaux. 11 s’ensuit que A'B' coïncide 
avec l’une des deux génératrices qui passent en A'; par con- 
séquent, le point B' est sur la surface considérée. 

Les génératrices AB, ^A'B', appartiennent à des systèmes 
différents, puisqu'elles Sont parallèles. 

ïîl. Tout plan , ZO X{fig. 27, 2° partie), mené par Taxe , OZ, 
d’une surface gauche de révolution , coupe celte surface suivant 
une hyperbole, AMA'M'* - * * - 


Digitized by Google 



INTERSECTIONS DES SURFACES. I#'. 

Soient, ATA le collier; O son centre; OX l’intersection des 
plans ZOX, A'TA. 

Par un point quelconque M de la courbe AMA'M', menons 
une génératrice, MT, de la surface. Cette droite, MT, coupera 
la circonférence A'TA en un point T, et fera avec la tangente 
TD, un angle invariable a. De plus, le plan MTD rencontrant 
le plan ZOX suivant une droite MD perpendiculaire au plan 
A'TA, le triangle MTD est rectangle. 

Si, maintenant, on rapporte la courbe AMA'M' aux deux 
axes rectangulaires OX, OY ; les coordonnées x , y, du point M 
seront DO, MD; et, en nommant a la tangente de l’angle «, 
et r, le rayon du collier, les triangles rectangles MDT, DTO 
donneront : 

y 2 = DT 2 xa 2 ; DT*«= x 2 — r 1 ; d’où y 1 —a 2 {x' 1 — r 2 ). 

• r 
Ce qui est l’équation d’une hyperbole dont l’axe transverse 
coïncide avec le diamètre A'OA du collier. Les asymptotes 
OL, OL', de cette hyperbole ont pour équation y = ±ax. Par 
conséquent, les angles LOX, L'OX', sont égaux à l’angle a. 

74 . On peut donner de ce principe une démonstration géo- 
métrique. 

Dans le plan ZOX ( fig . 27, 2 e partie), faisons l’angle LOX égal 
à l’angle invariable a qu’une génératrice quelconque, TM, de 
la surface, forme avec la tangente TD au collier; élevons en- 
suite à l’extrémité A du diamètre A'OA, une perpendiculaire 
AL qui rencontre en un point L, le côté OL, dé l’angle LOX. 

Dans le plan du collier, conduisons OS perpendiculaire à 
OX, et égale à AL; puis, SC parallèle à OX. 

Toute droite SM menée du point S à un point quelconque 
M de la courbe d’intersection AMA'M', fera avec la droite SC 
un angle MSC égal à l’angle ». 

En effet, les triangles rectangles MDT, OAL, étant sem- 
blables, on a :■ 1 

, c 

’ MD _ DT 
' AL “OA’ 
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70 . Les courbes qu’on obtient en coupant une surface gauche 
de révolution. par des plans quelconques, sont des sections co- 
niques. 

• ' . ■ • 

Soient OZ ( fig . 28, pl .31) l’axe de la surface; 0 le centre ‘du 
colliei* A-'TA; BY la trace du plan sécant XBY, sur le plan A'TA; 
et BX, BX', les droites suivant lesquelles les plans XBY, A'TA 
sont coupés par un plan BOZ perpendiculaire à BY et conte- 5 
nant l’axe OZ. Les droites BX, BX', seront perpendiculaires à 
BŸ, et formeront un angle XBX' qui est la mesure de l’incli- 
naison du plan sécant XBY sur le plan du collier. 

Nous nommerons € l’angle XBX'; a l’angle MTD d’une gé- „ 
nératrice quelconque de la surface et de la tangente TD, à la 
circonférence A'TA; r, le rayon OA de cette circonférence; 
d, la distance OB de son centre à la droite BY'; C, C', les 
courbes d’intersection du plan considéré XBY,. avec la sur- 
face gauche dfc révolution, et le cône qui lui est asymp- 
tote. 

En prenant pour axes des x et des y, les droites BX, BY', 
l’abscisse x d’un point quelconque M de C, sera la perpendi- 
culaire ME abaissée sur BY', et l’ordonnée, y, la distance BE 
de l’origine au pied de cette perpendiculaire. 

Afin de trouver une relation entré les coordonnées x, y, 
de M, et les données a, 6, r, d , menons MD perpendiculaire au 
plan Y’BX'; et* DT tangente au collier. La droite MT représen- 
tera l’une des deux génératrices, qui passent en M; et de 
plus, DE sera perpendiculaire à BY'. On aura donc: MD= - 
DTXtang. a, et MD =,DEXtang. 6. 

. - « 

t 

D’où c DT* 2 xtang 2 a= DE 2 Xtang* Ç. 

' • ■" • ■' ■ ■ <* • ■ ; 

Cette dernière égalité donne immédiatement l’équation de la 

projection de la courbe C sur le plan YBX' en considérant 
BX', BY', cdmme des axes de coordonnées. 

Gar DT 2 =DÜ 2 — ' Tü 2 — y'+{x'— df— r\ et üÊ J — Æ' 5 ; 

G. et C. . • 12 
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ou a donc, entre les coordonriées y, x', du point D, la relation 


ly’-Kr' — d) 5 — r ! itang 2 a=;r' 2 tang 5 6; 

» — ( Iïïîi4 — 1 ) rf*- 

Le triangle rectangle MUE, donne DE=ME cos MED, ou 
S- x'—x cos 6; par suite 

if=jc? cos 5 j ^gî^ ~1- )+~da; cos C-j-r' 1 — d 2 . 


Le multiplicateur de æ 1 peut être réduit à une forum plus 
simple. Car, 

‘ „,./tang 2 a • ,\ /sin 2 6 sin 2 6 cos’ot ’ 

\tung-6 / \taug 2 a / sin 2 a 

En remplaçant cos 2 6 par 1 — sin’6, H vient : 


ïïil’é cos 2 ce sin 2 6cos 5 a . . . sin 2 6 

-<:0S 2 6 = — — ! -f-suEC: 


sur» 


Slira 


sin 2 a 


Donc, l’équation de la courbe C se réduit à 
{>)••• H 2 = — l ) x*-\-2dx. cos 6+r"-^d 2 ; 

elle représente une ellipse ou une hyperbole, Suivant qu’on a 
sin 2 6< ou >sin 2 a; et une parabole, lorsque sin 2 6=sin s a. 

Comme il est toujours permis de supposer qu’aucun des 
angles G, «, n’est obtus, les relations sm’SÿCstn’a, sin?&> sin 2 », 
sin’S — sin ! a, reviennent à C< a, G> a, &=«. Par conséquent : 

9 * 


77. La courbe d'intersection d'une surface gauche de révo- 
lution et d'un plan , est une ellipse ou une hyperbole, suivant 
que le plan donné forme avec celui du collier de la surface un 
angle plus petit ou plu» grand que l’angle des génératrices de 
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la surface et des tangentes au collier. Lorsque ces deux angles 
sont égaux , la courbe d’intersection est une parabole. 

Si l’on conçoit que le rayon, r, du collier diminue progres- 
sivement et devienne nul ; à cette limite, la surface gauche 
de ^révolution se confondra avec le cône asymptote; l’équa- 
tion (1) se réduit alors à 

( 2 )... (iïh4~ 

elle représente la section, C'', du cône asymptote par le plan 
donné XBY. 

Or, les équations (1) et (2) ne diffèrent l’une de l’autre que 
par les termes indépendants des variables, il en faut conclure 
que les intersections de la surface gauche de révolution et du 
cône asymptote, par un même plan, sont des courbes du second 
degré du même genre. 

Lorsqu’on a 6<a, ces courbes sont des ellipses semblables, 
concentriques, dont les axes sont dirigés suivant les mômes 
droites. 

Si 6= a, on obtient pour sections des paraboles égales dont 
les axes coïncident. 

Enfin, dans l’hypothpse 6>a, les courbes d’intersections 
sont des hyperboles concentriques, asymptotes aux mômes 
droites. Si les directions des deux axes transverses coïncident, 
les deux hyperboles sont semblables. Lorsque les axes trans- 
verses forment un angle droit, l’une des hyperboles est sem- 
blable a la conjuguée de l’autre (*). 

(*) CeS différentes propriétés des deux courbes d’intersection , que 
nous concluons, ici, des équations (<) et (2), peuvent être établies ou 
vérifiées par la géométrie. On peut démontrer, par des considérations 
entièrement indépendantes de l’analyse algébrique, que lès courbes ob- 
tenues en coupant par des plans la surlace gauche de révolution, et celle 
du cône, sont identiques avec l’ellipse, l’hyperbole et la parabole, en 
définissant ces dernières courbes au moyen des propriétés de leurs foyers. 
( Voy . le Mémoire de M. Dandelin, vol. III, des Mémoires de l'Académie 
de Brevettes.) 
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5S. Nous allons, maintenant, appliquer la méthode des 
projections à la résolution de ce problème : 

Construire l'intersection d’un plan et d'une surface gauche de 
révolution. 

' ' - l • ' „ • 

On supposera que l’axe de la surface est vertical. La pro- 
jection horizontale de cet axe sera un point o (fig. 29, pl. 32), 
et projection verticale une droite o'z' perpendiculaire à la 
ligne de terre a si/, et. menée par le point o. 

Pour déterminer la surface on donnera les projections ha, 
AV, de la génératrice, considérée dans la position où elle est 
parallèle au plan vertical de projection. Remarquons tout de 
suite qu’il est toujours facile de ramener la génératrice à 
cette position, lorsqu’elle est donnée dans une autre (cd, c'd') 
[fig. 30, pl. 32). En effet, on trouvera immédiatement l’angle 
f'c'æ (fig. 30) que la génératrice (cd, c'd') forme avec les pa- 
rallèles de la surface, et sa distance og à l’axe. Cela fait, dé - 
crivezdu point o, comme centre, avec les rayons og, oc, deux 
circonférences, et menez à la première la tangente, ah, pa- 
rallèle à la ligne de terre xy. La droite ah et le point h re- 
présenteront* sur le plan horizontal, . la projection et la trace 
d’une génératrice parallèle au plan vertical. La droite AV, 
parallèle à fie', serai a projection verticale de cette génératrice. 

Le plan sécant, que l’on suppose perpendiculaire au plan 
vertical de projection , aura pour trace horizontale une 
droite od (fig. 29, pk32), perpendiculaire à la ligne de terre xy, 
et sa trace verticale sera une droite quelconque Zd' menée par- 
le point 8. 

D’après les données, on voit que la perpendiculaire ou 
abaissée du point o sur ah représente en projection hori- 
zontale et en vraie grandeur la plus courte distance de l’axe 
à la génératrice (ha, h' a'). Cette plus courte distanee.se pro- 
jette verticalement au point a', intersection des droites a'h', 
o'z'. De sorte que les points o, a', sont les projections du 
centre de la surface. Le collier est situé ; dans le plan hori- 
zontal qui passe par le point a', il a pour projection horizon- 
tale une circonférence dont lo centre est o, et le rayon oa. 
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La trace horizontale rie la surface est la circonférence dé- 
crite avec le rayon oh du point o comme centre. Il est en- 
core évident que la droite [af, a'f') est une seconde généra- 
trice parallèle au plan vertical rie projection, et passant par 
le point [a, a') où elle coupe la première [ha, h' a'). Remar- 
quons, de plus, que les angles cl'l y, a'f’y, représentant les 
inclinaisons du plan sécant et des génératrices sur les plans 
des parallèles de la surface, la courbe d’intersection est 
une ellipse ou une hyperbole, suivant que l’angle d'ci/ est 
plus petit ou plps grand que a'f'y (n° 77, p. 178); cette courbe 
est ime parabole' lorsque d'oy—a'fy. Dans le cas indiqué 
[fiy. 29) on a d'Sy<a'f'y ; l’intersection cherchée est donc une 
' ellipse. 

Si l’on veut trouver ses sommets, on mènera d’abord par 
l’axe (o, oV) de la Surface un plan perpendiculaire au plan . 
donné d'Sd ; il coupera- d'od suivant une droite qui doit évi- 
demment coïncider avec un axe de la courbe. Cette droite a 
pour projections ob, parallèle à la ligne de terre, et d’o, trace 
verticale du plan donné. Elle joint, dans l’espace, le point b à 
un point P de l’axe (o, o'z’), qui se projette en p', o. Pour ob- 
tenir les deux sommets situés sur l’axe ôP de l’ellipse, il faut,, 
maintenant, chercher les points M, N, communs à b P et à la 
surface gauche de la révolution. 

Concevons un cône engendré par la droite 6P, «tournant au- 
tour de l’axe (o, o'z'). Dans le mouvement de bP, les points 
M, N, de cette droite, restant chacun à la même distance de 
l’axe vertical (o, o'z), décrivent sur des plans horizontaux, des 
circonférences qui appartiennent, à la fois, au cône et à la sur- 
face gauche de révolution. On trouvera les rayons de ces cir- 
conférences, en déterminant les distances de la verticale 
(o, o'z'), aux points où le cône est rejnoontré par la génératrice 
[Ita, h'a’) de l’autre surface. 

A cet effet, menons un plan par le sommet; P du cône auxi- 
liaire et la génératrice [ha, h'a'). Nous aurons la trace horizon- 
tale y h de ce plan, en joignant le point h à la trace horizontale 
g, d’une droite [y g', og), parallèle, à [ha, h'a'), et conduite par 
le sommet P. La trace g It coupe la base du cône en deux points 


digitized by GoogI 


182 ÉLÉMENTS DE GÉOMËTIUE DESCRIPTIVE. 

A,, AjC); lesdeux génératrices d’intersection PA, P A„ se projet- 
tent horizontalement suivant les droites oA ( , oA, qui, par leurs 
rencontres avec ah, donnent, en l, k, les projections horizon- 
tales des points communs à la surface du cône et h la droite 
(Aa, h' a'). Donc, ol, ok, représentent, en vraies grandeurs, les 
rayons cherchés ; et, par conséquent, en prenant sur ob les 
distances om, # on, respectivement égales il oA, ol, on aura les 
projections horizontales, m, n des deux sommets, M, N, de 
l’ellipse. Les perpendiculaires mm', tin', menées à la ligne de 
terre, déterminent sur il ' 8 les projections verticales m', n', des 
sommets M, If. 

Le second axe de l’ellipse, perpendiculaire sur le premier 
(tnn,mV), en son milieu (c, c'), coïncide avec l’intersection du ‘ 
plan d'Bd et du plan horizontal c'y'. Les deux autres sommets 
de la courbe se trouvent donc à la rencontre d’une perpendi- 
culaire au plan vertical, élevée en c', et du parallèle de la sur- 
face, tracé dans le plan horizontal c'y. Or, il est facile de voir 
que ce parallèle a pour projection horizontale la circonférence 
dont le centre est o et le rayon oi; par conséquent, les points 
r, s, communs h la circonférence oi, etdi la perpendiculaire 
abaissée de c' sur çcy, seront les projections horizontales des 
. sommets H, H, appartenant au second axe. 

En répétant la même construction pour d’autres plans hori- 
zontaux, situés entro m' et n', on aura autant de points qü’on 
voudra de la projection de la courbe. Considérons, par exem- 
ple, le plan auxiliaire, e'y'", le parallèle qu’il contient se pro- 
jette horizontalement suivant la circonférence dont le rayon 
est oq; la perpendiculaire abaissée de e' sur xy, coupe cette 
circonférence en e, v; cesa^nts e, v, appartiennent donc à 
laprqjection horizontale fie la courbe. Quant à sa projection 
verticale, elle est représente par la partie m'n', de la trace 
Zd' du plan sécant. 

(*) L'angle a'f y, ou son égal p'g'o', étant supposé plus grand que p'îy, 
on a : o'g'<.o'$’, ou og < ob. Le point g est alors intérieur au cercle dont 
le rayon est ob ; c’est ce qui prouve que la droite gh coupe en deux points 
A,,/ij, la base du cône auxiliaire: de plus, oh t , oh i , rencontrent néces- 
sairement nh qui est parallèle à om. 
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79 . Pour construire une tangente à la courbe d’intersec- 
tion, en un point ( e , e!) de là courbé, il faut, d’abord, déter- 
miner le plan qui touche la surface en ce point. Mais l’on sait 
gue le plan tangent contient les génératrices rectilignes pasr 
sant au point de contact (e, e') (n°. 15, p. 131); la question se 
ramène donc à trouver les traces de ces deux droites. 

Or, les projections horizontales (les génératrices de la sur- 
face doivent être tangentes à la circonférence oa, projection 
horizontale du collier. De plus, les génératrices rencontrent 
le plan horizontal en des points delà circonférence. oh qui 
représente sur le même plan la trace de la surface. On mènera 
donc à la première circonférence des tangentes et', et", que 
l’on prolongera jusqu’à la rencontre de la seconde : les poinÜ 
u', ainsi obtenus (*), détermineront la trace horizontale, 
u'u' 1 , du plan tangent. En joignant le point e au point H, où 
la droite u'u" coupé on aura la projection, eH, de la droite 
qui touche au point (e, e'), la courbe de l’espace ; il s’ensuit 
que ell est tangente à la projection horizontale, nerm, de cette 
courbe. 

M>. On trouvera le rabattement, N V M V , de la section du 
plan d'od et de la surface, au moyen des constructions déjà 
expliquées (n“' 4a, p. 153' et 57, p. 163). 11 en est de même des 
tangentes à la courbe N V M V que le rabattement détermine. 

81 . Examen du cas où l'intersection du plançidonné et de la 
surface gauche de révolution est une hyperbole. 

. . ' * . * ‘ t ’ , f « . ' 

En conservant la disposition donnée aux plans de projection 
(n° 78, p. 1 80), les projections, horizontale et verticale, de l’axe 

(*) Les droites et' et et", coupent, chacune, en deux points la circon- 
férence dont le rayon est oh; niais, il est facile de distinguer celui qui 
représente la trace de la génératrice considérée. Car mutes les généra- 
trices de la surface formant avec le plan horizontal des angles égaux à 
y'"h'q\ les distances eu', eu", du point e aux traces u’, u", des deux 
génératrices passant au point (e, e') de l'espace, doivent être égales 
à q'h'. 
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seront représentées par le point o et la droite o'z' perpendicu- 
laire à la ligne de terre xy (fig. 31, pl. 33). , . , 

Les deux génératrices de la surface, parallèles au plan ver- 
tical de projection, se projettent verticalement suivant a'A'j 
a'f'; leurs projections horizontales coïncident avec la droite 
hf, parallèle à la ligne de terre. Gesdeux génératrices coupent 
le plan horizontal aux points h, f ; d’où il suit que la trace 
horizontale de la surface est la circonférence décrite du point 
o comme centre avec of, ou oh, pour rayon. 

Le collier se projette horizontalement suivant la circonfé- 
rence dont le point o est le centre, et qui a pour rayon la per- 
pendiculaire on, abaissée sur hf. Les projections, du centre du 
lollier, ou de la surface, sont les points o, a'. 

Si 1 ’on conduit par le point (o, a') une parallèle à la généra- 
trice {ah, a‘h’), elle coupera le plan horizontal au point t, à 
la rencontre de h' h et d’une parallèle, ot , à la ligne de terre. 
Or, .cette droite, menée par (o, a'), est une génératrice du 
cône asymptote à la surface ;*on aura donc la trace horizon- 
tale de ce cône en décrivant la circonférence dont ot est le 
rayon, et o le centre. Le sommet du cône est d’ailleurs 
le point (o, o'). .. 

Le plan donné d'ul est perpendiculaire au plan vertical; 
mais, comme l’indique la ligure, l’angle d'oy qu’il forme avec 
les parallèles de la surface est supposé plus grand que l’angle 
a'f y des génératrices avec ces parallèles. On sait qu’alors la 
courbe d’ inteisection du plan et delà surface est une hyper- 
bole (n° 77, p. 178). 

C’est enedre ce qu’on peut reconnaître en menant par le 
sommet (a', o) du cône asymptote un plan a'ar parallèle au 
plan donné d’M. En effet, on a vu que le§ deux courbes obte- 
nues, en Coupant par un même plan, d'od, la surface gaucho 
et le cône asymptote, sont toujours du même genre. En outre, 
d’après une proposition connue, la section d’un cône droit 
par un plan drid, est une ellipse, une hyperbole, ou une pa- 
rabole, selon que le plan a'ar, parallèle à d'Sd et mené par le 
sommet, coupe le cône eu un seul point, suivant deux géné- 
ratrices, ou lui est tangent. On pourra donc, au moyen du 
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plan auxiliaire a ar conduit parallèlement au plan donné, par 
le', sommet, du cône, savoir de quelle espèce est la courbe 
cherchée. Dans le cas de la figure 31 , la trace horizontale 
du plan o'ar coupe la hase du cône asymptote en deux points 
r, s ; par conséquent, l’intersection de ce cône et du plan a,'*r 
est formée des deux génératrices dont les projections horizon- 
tales sout or, os. Il en faut conclure que la courbe demandée 
est une, hyperbole dont les asymptotes sont parallèles aux gé- 
nératrices du cône, représentées en projections horizontales 
par les droites or, os. 

Détermination de l’axe transverse et des sommets. Menons 
par l’axe (o, o's') de la surface un plan perpendiculaire au 
plan donné, d'Sd,- sa trace horizontale est une perpendiculaire 
nb abaissée du point o, sur od ; l’intersection des deux plans est 
la droite menée du point/) au point dont les projections sont 
o, p\ Nommons P ce dernier point, i’interèection dont il 
s’agit sera la droite 6 P. On reconnaît facilement que cette 
droite coïncide avec l’un des deux'axes de l’hyperbole obtenue, 
en coupant la surface gauche de révolution par le plan d'Sd. 
Car, le plan mené par l’axe (o, o'*), partage la surface en 
deux parties égales et symétriques, et, comme il est perpendi- 
culaire à Sd, son intersection bP avec le plan d'Sd divisera en 
deux parties égales toutes- les cordes de l’hyperbole, parallèles 
à Sd, et sera, de plus, perpendiculaire à ces cordes. 

La droite 6P peut être l’axe trnnsverse, D’il le’second axe de 
l’hyperbole. Dans le premier cas, cette droite coupe la surface 
en deux points qui sont les sommets de l’hyperbole; dans le 
second, elle ne peut avoir un seul point commun avec la sur- 
face. Pour reconnaître lequel des deux cas a lieu, il suffira 
donc de chercher, au moyen de la construction déjà appliquée 
à l’ellipse (page 181), et que nous allons rappeler ici, les 
points communs à la droite ôP et à la surface. 

Le cône décrit par la droite Pô, tournant autour de l’nxe 
Po, a pour trace horizontale la circonférence dont le point o 
es#8e centre, et le rayon oh. Si la droite Pô coupe la surface, 
le cône que décrit Pô rencontre toutes les génératrices de 
cette surfaée, et par conséquent il doit avoir des points coin 1 
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muns avec la génératrice (ha, h'a'), parallèle au plan vertical. 
Pour déterminer l’intersection de la droite (ha, h'a') et du cône, 
faisons d’abord passer un plan par cette droite et le sommet, 
P, du cône. La trace horizontale de ce plan sera la droite h g 
qui joint la trace horizontale h de (ha, h'a') à celle d’une pa- 
rallèle à (ha, li'a'), menée par le sommet (p',o). Pour que le 
cône coupe la génératrice (ha, h'a'), il faut évidemment que la 
trace horizontale h g soit sécante à la circonférence ob, qui est la 
trace horizontale du cône ; nous supposerons, en premier lieu, 
que cette condition soit remplie (fig. 31), et nous examinerons 
dans la suite (n°* 83, 86) les cas particuliers où la droite hg est 
tangente à la ci rconlérenceoô, ou extérieure à cette courbe. 

Soient h„ h*, les points d’intersection de la droite g h, et de 
la circonférence dont le rayon est oh. Le plan P gh, mené par 
le sommet P, coupera le cône suivant deux génératrices dont 
les projections horizontales sont oh,, oh,. La droite (ha, h'a') 
coupe ces génératrices en des points dont les projections hori- 
zontales l, k, se déterminent par la rencontre de la projection ha 
et des droites oh„ oh, ; les projections verticales de ces points 
sont, d’ailleurs, sur lia' en l', k'. D’où il suit que le lieu géomé- 
trique des points communs au cône et à la surface gauche de 
révolution se compose de deux circonférences situées dans 
des plans horizontaux dont les traces verticales sont les droi- 
tes l'n', k'tn' parallèles la ligne de terre; les rayons de ces 
circonférences se projettent horizontalement, en vraies gran- 
deurs, suivant ol, ok. L’axe Pô, de l’hyperbole, qui est une 
génératrice du cône, rencontre ces deux circonférences en des 
points, N, M, situés sur les plans horizontaux l'n', k'tn', à des 
distauces de l’axe du cône, respectivement égales à ol, ok; on 
aura donc les projections horizontales n, m, des points N, M, 
en prenant, sur ob, les distances on, om, égales à ol, ok. Les . 
projections verticales des points îs\ M, sont n', m’. D’après 
cela, on voit que si gh coupe en deux points h„ h t , la circon- 
férence ob, la droite Pô Sera l’axe transverse de l’hyperbole 
qui aura pour somjpets les points (n, n'), (m, m'). 

On construira les autres points de la projection horizontale 
de la courbe d’intersection, au moyen de plans auxiliaires 
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perpendiculaires à l’axe (o, o's'). Chacun de ces plans déter- 
mine sur la surface une circonférence, et sur le plan donné 
une perpendiculaire à od'; les points communs à ces deu* li- 
gnes appartiennent à la courbe cherchée. Mais, afin que la 
circonférence soit rencontrée par la droite, il faut que le plan 
auxiliaire horizontal ne soit pas situé entre les plans horizon- 
taux m'k', n'i', qui ont donné les deux sommets (m', m), («', 
n) de la courbe. On mènera donc les plans auxiliaires, les uns 
au-dessus de m'k', les autres au-dessous de n'V. Les premiers 
serviront à déterminer les points de la branche d’hyperbole 
dont le sommet est [m', m). Au ttioyen des autres, on obtiendra 
les points de la seconde branche d’hyperbole, qui contient le 
sommet (n', n). * 

Pour cha cun d’eux on fera la construction suivante : 

Soient éï la trace verticale du plan auxiliaire considéré, et 
e', t', les points auxquels cette trace rencontre la droite do, et 
l’une des deux projections verticales des génératrices de lasur- 
face, parallèles au plan vertical de projection. Le plan hori- 
zontal ç'i' coupe le plan d'Sd suivant une droite perpendiculaire 
à c'd au point e\ et la surface suivant une circonférence dont 
le centre a pour projections les points o", o. Cette circonférence 
rencontre la génératrice (/V, fa) au point elle se projette 
horizontalement en vraie grandeur; son rayon est égal à; la 
droite io. Par conséquent, si l’on prolonge la perpendiculaire 
menée de e' à la ligne de terre, jusqu’à ce qu’elle rencontre la 
circonférence décrite avec oi pour -rayon, du point o comme 
centre, on aura deux points e, e„ de la projection jibrizontale 
de la courbe d’intersection. 

. Lg^même procédé appliqué à d’autres plans auxiliaires hori- 
zofttaux, convenablement choisis, donnera autant de points 
qu’on voudra de la projection horizontale cherchée. On ob- 
tient ainsi la courbe composée, des deux branches eme,, yné ; 
cette courbe est, elle-même, uno hyperbole (’), dont les som- 

* ■ ' é 

(*) L’équation de la courbe dont il s’agit, a été donnée (pag. 178); clic 
est y'=x*(ï]^—^+idx+r'—d'; * 

et comme on suppose 6 > «, cette équation représente une hyperbole. 
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mets sont m, n. La branche yn€ doit passer par les points y, 
6, intersections delà circonférence dont le rayon est oh, et de 
la trace èil. Car, ces points appartiennent, à la fois, à la surface 
gauche de révolution et au plan donné d'od. 

H2. Construction clés tangentes à la courbe d'intersection. On 
obtient la projection horizontale d’une tangente en un point 
donné de la courbe d’intersection, au moyen de la construc- 
tion déjà expliquée pour le cas de l’ellipse (n° 79. p. 183). Il faut 
observer que la tangente coïncide avec l’intersection du plan 
de ia courbe et du plan tangent à la surface, au point donné, et 
que le plan tangent contient les deux génératrices qui passent 
parce pointl Or, les projections des deux génératrices sont, 
sur le plart horizontal, tangentes à la circonférence oa; leurs 
traces se trouvent sur la circonférence oh; on obtiendra donc 
ces traces en menant par la projection horizontale du point 
donné des tangentes à la première circonférence, que l’on 
prolongera, dans un sens convenable, juqu’à la rencontre de 
l’atitre. On trouve ainsi deux points de la trace horizontale du 
plan tangent; la droite qui les unit détermine, par son inter- 
section avec od, la trace horizontale de la tangente à la courbe; 
il ne reste plus qu’à joindre ce point d’intersection à la pro- 
jection horizontale du point donné, pour avoir la projection 
cherchée. 

Chacune des tangentes menées à la circonférence oa coupe 
en deux points la circonférence oh, mais il sera toujours facile 
de reconnaître lequel de ces deux points d’intersection repré- 
sente la trace de la génératrice considérée, en ayant égard à 
l’angle que cette génératrice doit faire avec sa projec- 
tion horizontale, et à la distance du point donné, au plan 
horizontal de projection. Supposons, par exemple, que le 
point donné sur la courbe ait pour projections (e', e,). La per- 
pendiculaire abaissée de e' sur la ligne de terre étant plus 
grande que a'o', la distance de e, aux traces horizontales des 
génératrices conduites par le point (e', e,) devra être plus 
grande que ah; cette distance égale fi"— fi. On mènera 
donc, du point e { , la tangente v t v à la première circonférence, 
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ca ; Ja trace de la génératrice qui se projette suivant cette 
tangente sera le point v dont la distance à’ e, est plus grande- 
que ah. . - ‘ 

Au reste, 'les traces d’une génératrice peuvent être détermi- 
nées au moyen des deux projections de cette droite. Si du 
point de contact de la tangente v,v on mène à la ligne de 
terre une perpendiculaire qui rencontre en t\, la trace verti- 
c$le<cdy du collier, on aura les projections t { , l\, du point 
d’intersection de la circonférence du collier et de la généra- 
trice considérée. La projection verticale de cette généra- 
trice s’obtiendra, par conséquent, en joignant t,' au point e’. 

• % « • , 

S3. Construction des asymptotes à la courbe d’intersection. 

Nous avons déjà dit (n° 61 ,p. 1 . 6 b) qu’une asymptote rectiligne 
aune courbe est la limite des positions que prend la tangente 
lorsque le point de contact s’éloigne indéfiniment d’un point 
fixe de la courbe 5 eu d’autres termes, une asymptote est une 
tangente dont le point de contact passe à l’infini: 

Lorsque le point de contact est donné, la tangente s’ol» 
tient en déterminant l’intersection du plan de la courbe 
et du plan conduit suivant les deux génératrices de la sur- 
face gauche, qui passent au point de contact. Si l’on sup- 
pose que le point de contact s’éloigue à l’infini sur la courbe, 
les deux génératrices qui rencontrent lé plan donné au point 
de contact deviennent parallèles à ce plan, et parallèles entre 
elles : d’où il faut conclure qu’une asymptote se trouve ài’in- 
tcrsection du plan sécant d’Zd et d’un plan mené par deux gé- 
nératrices de la surface parallèles à d’Sd, et parallèles entre 
elles. 

On pourra déterminer les directions de ces génératrices en 
observant que toutes les génératrices de la surface gauche de 
révolution, sont respectivement parallèles aux génératrices 
du cène asymptote. D’après cela, on conduira par le sommet 
du cône et parallèlement à d'M le plan a'zr ( fig . 31 , pl. 33) qui 
coupe Je cône suivant deux droites projetées horizontalement 
en os, or. Les génératrices de la surface, parallèles à la première 
de ces deux droites, ont pour projections horjzontaleslestuu- 
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gentes mcuées à la circonférence oa, parallèlement à os; elles 
coupent le plan horizontal aux plans r n r 4 (’); la droite r, r 4 
est la trace horizontale du plan des deux génératrices, et par 
suite, le point H, , intersection des droites r,r t et 3d, est la trace 
horizontale de l’une des asymptotes de la courbe. Pour avoir 
la projection horizontale de cette asymptote, il suffira de me- 
ner H,c parallèle à os. / , 

Une construction entièrement semblable donne la projec- 
tion horizontale H 4 c de l’autre asymptote. 

Les droites II, c, H 4 c, sont elles-mêmes asymptotes à la 
courbe («me,, ytiê) projection horizontale de la courbe d’inter- 
section du plan d'àd et de l’hyperbololdo. 

Première remarque. Les trois joints s, u 4 , sont sur la 
tangente menée à la circonférence os au point s. En effet, il 
résulte de ce qui précède que le plan r,r 4 II t , des deux 
génératrices, doit être considéré comme la limite des posi- 
tions que prend un plan tangent à l’hyperbololde, lorsque le 
point de contact passe à l'infini . Par conséquent, le plan ' 
r,r 4 H 4 , est tangent au cène asymptote suivant la génératrice 
(os, a'à). Sa trace horizontale r,r 4 H, sera donc tangente à. la 
base du cône ati point s. ' , 

On peut encore observer que les deux génératrices de l’hy- 
perboloïdé, menées par les points r,, r 4 , étant parallèles entre 
elles, doivent rencontrer le plan du collier aux extrémités d’un 
même diamètre, et comme la génératrice os du cône passe par 
le centre du collier, il faut que ces trois parallèles appartien- 
nent à un même plan. 

II suflira dotic, pour déterminer les points H,, IL, de mener 
des tangentes à la circonférence os aux points s, r. 

* ' *' / 

(*) La perpendiculaire abaissée du point de contact t 4 , sur la ligne 
de terre coupe x'y' en un point t' 4 qui est la projection verticale du point 
où la génératrice projetée suivant r,/, rencontre le collier delà surface. 
SI l’on mène t'»r\ parallèle ù d'et, on aura la projection verticale de la 
génératrice considérée, et, par suite, on obtient sa trace horizontale r, , 
qui doit appartenir, à. la circonférence dont le rayon est oh. 
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Deuxième remarque. Les deux droites H,c, HjC doivent 
se rencontrer au milieu de mn, puisque les asymptotes d’une 
hyperbole passent par le centre de la courbe. 

S4. Le rabattement de la courbe d’intersection sur le plan 
vertical est la .courbe M V N V , on l’obtient comme dans les pro- 
blèmes ( jui président ; les rabattements des asymptotes sont 
représentés par les droites H' V C V , H" V G». 

85 . Dans la recherche des points communs à la droite 6 P et 
à l’hyperholoïde nous avons fait observer (u°81,pag. 186), 
que la trace horizontale gh ( fig . 31) du plan mené par le 
point P et la génératrice (/ta, /t'a'), peut avoir trois positions 
différentes, à l’égard de la circonférence ob, qui est la base 
du cène décrit par la droite bl\ en tournant autour de l’axe 
de l’hyperboloïde. Lorsque la trace gh coupe la circonférence 
ob{fig. 31), la courbe d’intersection de l’hyperbololde et du 
plan donné d'od, est une hyperbole dont l’axe transverse coïn- 
cide avec bP ; c’est ce qu’on a démontré. Il reste deux hypo- 
thèses à faire : la droite gh peut toucher la circonférence ob, 
ou lui être extérieure. • 

1°. Supposons que la trace g h soit tangente à la base du 
cône P ob, au point h„ (fig. 32, pl. 33). La génératrice [ha, h'a '), 
située dans plan le Pp/t, touchera la surface du cône, ali point 
(l, V). Le, lieu des points communs à l’hyperboloïde et au cône 
Pob, se réduit, alors, à une seule circonférence tracée dans 
le plan horizontal l'c', et projetée horizontalement suivant la 
circonférence décrite du point o comme centre avec ol pour 
rayon. Le plan donné est tangent à l’hyperboloïde ail {joint 
(c, c), et contient les deux génératrices de la surface, qui 
passent par ce point. Ou aura les projections horizontales de 
ces deux génératrices, en menant par le point o des tan- 
gentes cr, es, à la circonférence dont le rayon est oa. Les gé- 
nératrices projetées suivant cr, es, ont pour traces horizon- 
tales les points 6, y, intersections de flï avec la circonfé- 
rence oh. 

. On voit que, clans ce cas, le lieu des points communs ail 
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plan donné d'Sd et à l’hyperbololde est formé de deux droites 
qui se coupent au point c, c’ ; l’hyperbole d'intersection se ré- 
duit alors à ses asymptotes. 

2°. Lorsque la trace gh est extérieure à la circonférence ob, . 
{fig. 33, pl. 34) la droite bV ne rencontrant plus l’hyperboloïdc, 
coïncide avec le second axe de l’hyperbole d’intersection. 
Pour construire, dans ce cas, les sommets de la courbe, on 
déterminera, d’abord, son centre. 

A cet effet, concevons un plan parallèle au plan vertical de 
projection, mené par le sommet du cône asymptote ; sa trace 
horizontale sera la droite tov parallèle à la ligne de terre, il 
coupera le plan donné suivant la droite OP, et le cône asymp- 
tote, suivant les deux génératrices dont les traces horizontales 
sont t et v. Ces deux génératrices ont pour projections verti- 
cales /t'a', fa'-, elles coupent la droite 6P en des points projetés 
verticalement en ï, h'. Or, les points d’intersection des deux 
génératrices et de la droite 6P sont les sommets de l’hyperbole 
que le plan donné d'Sd détermine sur le cône asymptote ; on 
aura donc la projection verticaledu centre de cette hyperbole, 
en prenant le milieu c' de i'k. La projection horizontale c du 
même peint s’obtiendra, en abaissant de c' une perpendicu- 
laire c'c sur tv. Par conséquent, les points c', c, représentent, 
aussi, les projections du centre de l’hyperbole qu’il s’agit de 
construire, puisque cette dernière courbe a le même centre 
que la première (n° 77, p. 179). 

Si l’on mène par le centre (c, c'), dans le plan d'Sd, une per- 
pendiculaire à 6P, on aura la-direction de l’axe transverse de 
la courbe; les points d’intersection de cet axe et de l’hyper- 
boloïde seront les sommets: On conduira donc, successive- 
ment, les droites c'i, II, la première parallèle, l’autre per- 
pendiculaire à la ligne de terre; puis, la circonférence décrite 
du point o comme centre avec ol pour rayon ira couper la 
droite c'c en deux points m, n, qui seront les projections ho- 
rizontales des deux sommets de l’hyperbole. 

En appliquant la construction indiquée {p. 187), on trouvera 
les projections horizontales des autres points de l’intersection 
du plan donné et de l'hyperboloïde. La projection horizontale 
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de cette courbe d’intersection est une hyperbole dont les deux 
branches sont fWiei, 6ne,i, (/îp.33). 1 , 

On peut facilement reconnaître que cette hyperbole est tan- 
gente à la circonférence oa aux points e, e„ qu’on obtient en 
menant a'e' parallèle à la ligne de terre et e'e perpendiculaire 


a a e . 


On trouve immédiatement quatre points i, k, i,, de la 
projection cherchée, en abaissant des points i', k' des perpen- 
diculaires sur cci/, et en les prolongeant jusqu’à ce qu’elles 
rencontrent les tangentes à la circonférence oa,, parallèles à 
la ligne de terre. , - - v 

Pour construire les asymptotes, on mènera par le sommet 
(a’, o) du cône asymptote, le plan a'o. r parallèle à d'Zd. Aux 
points r, s, où la trace horizontale «r coupe la circonférence 
ot, on élèvera sur les rayons or, os, les perpendiculaires rH,, 
$H,, qui rencontrent àd aux points IL, II,. Les parallèles con- 
duites de ces points aux rayons or, os, seront les projections 
horizontales des asymptotes (p. 190, l re Rem.}-, elles devront, 
l’une et l’autre, passer par le point -c, projection horizontale 
du centre de l’hyperbole. 

Enlin, le rabattement de la courbe sur le plan vertical, se. 
déterminera par la construction ordinaire. 


30 . Seclion.de la surface gauche de révolution, dans le cas 
ou cette courbe est une parabole [fig. 34, pi. 34), , . ^ 

- , ’ v .■ r, ' r • 

En représentant la surface t au moyen des mêmes données 
que dans les questions précédentes, supposons que le plan 
sécant d'od fasse avec les parallèles dif la surface un angle 
d'oy égal à l’angle a'f'y que les génératrices forment avec ces 
parallèles. Dans ce cas, la section est du genre des paraboles 
(n°77,p. 178). La droite menée du point èaupoiDtP.quiapour 
projections o, p', est, comme on sait, l’axe de la courbe. Le 
sommet se trouve à l’intersection de la droite 6P et de l’hy- 
perbololde. On déterminera ce ■poin t par la construction sui- 
vante, déjà appliquée à l’ellipse et à l’hyperbole. 

Le cône que décrit la droite 6P en tournant autour, dé l’axe 
G; ET C. ' ' ' : 13 
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(Of o'p'), a pour base la circonférence 06. La génératrice Vg 
de ce cône est parallèle à la génératrice [lia, h'a') de l’hypcr- 
boloïde. Par conséquent, la trace horizontale hg du plan con- 
duit par cette dernière droite et le sommet P du cône, s’obtient 
immédiatement, en joignant le point g au point A. La trace 
gh prolongée rencoutre la base du cône eu un second point 
A, ; on joindra A, aiPcentre o, par la droite h, o. dont le pro- 
longement détermine sur ha, la projection horizontale l du 
point où la génératrice [ha, h'a’) coupe le cône. En prenant 
sur og la distance os égale à ol, on aura la projection horizon- 
tale, s, du sommet de la parabole._La projection verticale du 
sommet est s'. 

Pour déterminer les autres points de la courbe, on cou- 
pera l’hyperboloide et le plan donné d'ici, par des plans 
auxiliaires perpendiculaires à l’axe (o, o'a') et situés au-des- 
sous du plan horizontal s'I' conduit par le sommet de la 
courbe. 

Soit c'y' la trace horizontale de l’un des plans auxiliaires. 
Dès points c-, y', intersections de c'y' avec id' , h'a', on abais- 
sera des perpendiculaires c'C'c , y'q, à la ligne de terre. La 
circonférence décrite du point o comme centro, avec le rayon 
oq coupera la perpendiculaire c'c"c, en deux points c, c,, qui 
appartiendront à la projection horizontale de la courbe d’in- 
tersection. Cette projection horizontale, cse,, -est elle-même 
une parabole (*). 

Si l’on veut construire une tangente ;\ la courbe en un 
poiut dont les projections n, m', sont donnée? ; on mènera, à 
la circonférence ’oa, les tangentes ne, ne,, qui rencontrent aux 
points t, k, la circonférence oh. La droite ik ira couper la trace 
3 d en un point H qui sera, comme on sait, la trace horizon- 
tale de la tangente cherchéedPar suite, la projection horizon- 
tale de cette tangente est Hn. La droite Hn sera tangente au- 
pointn, à la parabole esc,. 

11 est facile de reconnaître que la parabole ne peut avoir 
d’asymptotes rectilignes. 

(*) C’est ce qui résulte de l’équation de la courbe (p. 178). 
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En effet, le plan a'f'f mené parallèlement à d od, par le som- 
met (o, a’) du cène asymptote à l’hyperbololde, est tangent à 
ce cône suivant la génératrice ((o, fa'). D’où l’on peut déjà 
conclure que, si la parabole avait une asymptote, cette droite 
serait nécessairement parallèle à l’axe bP de la courbe. De 
plus, la trace horizontale de l’asymptote doit être située à la 
rencontre de Bd et de fft qui est perpendiculaire à l’extrémité 
du rayon <o, et parallèle à Bd. La droite que l’on cherche est, 
par conséquent, à une distance infinie de l’axe 6P, et c’est 
précisément ce qui démontre qu’elle n’existe pas. 

* .j _ ■ '. » ' • . , x 

Remarque. Lorsque la trace verticale, d'B, du plan donné 
coïncide avec la projection verticale, /''»', de l’une des généra- , 
tricesde l’hyperboloïde, parallèles au plan vertical de projec- 
tion, l’intersection du plan donné et de l’hyperboloïde n’est 
plus une parabole, mais deux droites parallèles. Car la trace 
horizontale S d se confondant avec la droite ff, on reconnaît, 
immédiatement, que le plan coupe la surface gauche de ré- 
volution suivant les génératrices menées par les points f, et 
j> c, Ces génératrices sont parallèles au plan vertical de projec- 
tion, elles ont pour projections horizontales les. droites fh, a k, 
parallèles à la ligne de terre, et tangentes à la circonférence 
oa décrite du point o comme centre. 

‘ »• ’ - ’ * 

‘ ; V , •. • • *• . „ 

PROBLÈME Y. ’ ‘ i 

87 . Construire l’intersection de deux surfaces cylindriques, 
et la tangente à cette courbe. 

fi ■■■ . 

Nous choisirons les données comme l’indique la figure 3ü 
(pl. 33 ) j • " v • . 

Les cylindres ont pour bases, ou traces horizontales, les 
deux courbes ÀB, CD, convexes et fermées; leurs génératrices 
sont respectivement parallèles aux droites ( ab , a'b'), (cd, c'd'). 

Les contours apparents sur le plan vertical sont pour le 
premier cylindre, les droites A' A”, B'B'', projections des deux 
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génératrices parallèles à ce plan; et pour le second, les droites 
C'C", D'D ", déterminées par la même condition. Les lignes 
A' A", D'D", C’C", D'D", représentent aussi les traces verticales 
des plans tangents aux cylindres, et perpendiculaires au plan 
vertical de projection. 

Les contours apparents sur le plan horizontal s’obtiennent 
en menant aux bases AB, CD, des cylindres, les tangentes 
EE,, FF,, MM,, NN„ parallèles aux projections horizontales 
de leurs génératrices. 

Pour construire les projections de la courbe d’intersection, 
il faut, ■conformément à la règle générale, couper les cylindres 
par des surfaces auxiliaires et chercher les points communs 
aux lignes résultantes. Dans le cas actuel, les surfaces auxi- 
liaires peuvent être choisies de manière à produire des sec- 
tions très-faciles à construire. Car, si l’on coupe les surlaces 
cylindriques par des plans qui soient, à la fois, parallèles aux 
génératrices des deux cylindres, les sections seront, chacune, 
formées de deux droites parallèles entre elles. En prolongeant 
les deux droites déterminées sur l’un des cylindres jusqu’à la 
rencontre de celles qui appartiennent à l’autre, on aura des 
points de la courbe d’intersection. C’est la méthode que nous 
allons suivre. 

On déterminera d’abord la direction des traces horizontales 
de ces plans auxiliaires parallèles entre eux, en menant par 
un point quelconque (a, a'), pris sur une des génératrices 
[cd, c'd) de l’un des deux cylindres, une parallèle (ab, a'b ') 
aux génératrices de l’autre. La première de ces droites (cd, 
c'd') rencontre le plan horizontal au point H, la seconde au 
point b ; en unissant H, b, on aura une droite, 115, à laquelle 
devront être parallèles les traces horizontales des plans, qui 
sont, à la fois, parallèles aux génératrices des deux cylin- 
dres. 

On aura donc les traces horizontales des plans auxiliaires 
en menant parallèlement à 116, des droites qui rencontrent 
les bases des deux cy lindres. La droite ÏI6, elle-même, satis- 
fait à cette condition. Le plan dont la trace est 116, coupe les 
cylindres suivant des génératrices dont les projections, s’ob- 
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tiennent immédiaterhent au moyen des traces horizontales 
H, I, K, L. Les intersections des projections horizontales de 
ces génératrices, donnent quatre points a, a,, 6, 6„ de la pro- 
jection horizontale cherchée; les intersections de leurs pro- 
jections verticales donnent les quatre points a', a',, 6', 6',, qui 
appartiennent, de même, à la projection verticale de la courbe, 
commune aux deux cylindres. On a ici une vérification : les 
points a', a' 4 , 6', ê' 4 , doivent se trouver sur les perpendicu- 
laires menées de «, «„ 6, 6„ à la ligne de terre. 

En répétant la môme construction pour différents plans 
auxiliaires parallèles à HIKL, et convenablement espacés, on 
aura autant de points qu’on voudra des projections de l’inter- 
section des cylindres. 

Pour représenter ces projections le plus exactement pos- 
sible,. on construira d’abord quelques points remarquables 
dont nous allons parler. . • 

Points sur le contour apparent. Faisons passer un des plans 
auxiliaires par la trace horizontale, D, de la génératrice dont 
la projection verticale est D’D". Au moyen de la construction 
qui vient d’ôtre exposée, nous trouverons les points (5,, o 4 ), 
(y,, y\), où cette génératrice coupe le second cylindre AB. 
Par conséquent, les points S'„ y' 4 appartiennent à la projection 
verticale de la courbe d’intersection des deux cylindres. Or, 
si l’on conçoit des tangentes menées à cette courbe par les 
points (p,, 3' 4 ), (y,, y\)» elles seront entièrement situées dans 
le plan DD'D” qui est tangent au cylindre CD, suivant la gé- 
nératrice dont la trace est D ; par suite, elles devront avoir 
pour projection verticale la droite D'D"; donc, cette dernière 
droite est tangente à la projection verticale de la courbe d’in- 
tersection aux points S', y Y (*)• 

, - v 

k . ' ’ . « 4 » - , 

(*) r.etie conséquence ne souffre d'exception que dans le cas où le 
plan tangent au second cylindre au point {S t , 5',), par exemple, serait 
aussi perpendiculaire au plan vertical. Dans ce cas exceptionnel, la tan- 
gente à la courbe d’intersection aurait, elle-même, une direction per- 
• pendiculaire au plan Vertical, et sa projection sur ce plan se réduirait à 
un seuipoint. 
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On reconnaît de même que les droites C'G", B'B", A' A", sont 
tangentes à la projection verticale de l’intersection des cylin- 
dres, en des points que déterminent les plans auxiliaires me- 
nés par les traces horizontales C, A, B (fg. 35). 

Enfin, on démontrera d’une manièreanalogue que les pro- 
jections FF,, EE,, formant le contour apparent du cylindre 
AB sur le plan horizontal, sont tangentes à la projection liori- 
zontale de la courbe d’intersection. Les points de contact 
s’obtiennent au moyen des plans auxiliaires que l’on fait pas- 
ser par les traces F, E, des génératrices. 

Quant aux génératrices projetées suivant MM,, NN„ et qui 
déterminent le contour apparent du cylindre CD sur le plan 
horizontal, il est évident (fg. 33) qu’elles n’ont aucun point 
commun avec la courbe d’intersection. 

Points sur les plans limites. Menons à la base AB, des tan- 
gentes TS, T,S,, parallèles aux traces horizontales des plans 
auxiliaires; elles sont l’une et l’autre (fig. 33) sécantes à la 
base du second cylindre. 11 en résulte que les plans auxiliai- 
res, dont les traces parallèles à TS, T, Si, seront comprises 
entre ces droites, coupent, à la fois, les deux cylindres, et que 
tout plan dont la trace est "en dehors des tangentes TS, T, S,, 
ne peut donner aucun point commun aux deux cylindres. 
C’est pourquoi nous nommerons plans limites , ceux qui ont 
pour traces les tangentes TS. T, S,. 

Si nous appliquons au plan TS la méthode générale exposée 
plus haut, pour trouver les points de la courbe d’intersection, 
nous obtiendrons les (Toux points (s, e'), (s,, e,'), situés sur les 
génératrices du second cylindre CD, dont les traces horizon- 
tales sont R, S. Il est facile rie voir que ces génératrices sont 
tangentes à la courbe d’intersection aux points (e, e'), (e,, e,'). 
En effet, les plans qui touchent les deux cylindres en (e, e'), 
ont pour traces horizontales les fangentes menées aux bases 
AB, CD, par les traces T, R, des génératrices de contact. Or, 
ces deux tangentes se coupent au point R; donc, la droite 
menée de R au point (e, e*), est l’intersection des deux plans 
tangents, et par conséquent les projections de cette droite 
touchent en e et e', les projections de la courbe de l'es{f8cc. 
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Uu contact analogue a lieu pour les génératrices qui cou- 
pent le plan horizontal en S, R,, S,. 

De la tangente en un point donné sur la courbe d'intersec- 
tion. , 

Soient a, a', les projections du point donné. Les plans qui 
touchent en (a, t), les cylihdres, auront pour traces horizon- 
tales les tangentes menées aux bases p^r les traces K, I, des 
génératrices de contact. L’intersection de ces deux plans ren- 
contre lé pian horizontal au point A. Donc, les droites ht, lit, 
représentent les projections de la tangente demandée. 

Première remarque. Pour séparer sur la courbe d’inter- 
section un arc visible d’un arc invisible , il suffit d’ob- 
server que le passage de l'un de ces arcs à l’autre aura 
toujours lieu sur les contours apparents. D’ailleurs il est 
évident : 

1° Qu’un point de la courbe d’intersection sera visible lors- 
qu’il sera à l’intersection de deux génératrices visibles l’une et 
l'àulre ; 

’*• ' ’ .t 4 • 

2° Qu’un point de la courbe d’intersection sera invisible lors- 
qu'il se trouvera à l’intersection de deux génératrices dont 
une, au moins, est invisible. 

Deuxième remarque. Lorsque les bases des deux cylindres 
sont des courbes fermées, la courbe d’intersection ne peut 
avoir des branches infinies. Car, aucune des génératrices de 
l’un des cylindres ne peut être parallèle à une génératrice de 
l’autre, sans que toutes les génératrices dos deux surfaces ne 
soient, à la fois, parallèles; et, dans cette hypothèse, il n’y a 
plus d’intersection entre lé£ deux cylindres. 

Troisième remarque. Dans la rencontre de deux surfaces 
cylindriques à fasses fermées, on distingue généralement deux 
cas : la pénétration, V arrachement. 

II V a pénétration, lorsque toutes les génératrices de l’un 
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des cylindres, entrant dans l’intérieur de l’autre,' coupent, 
chacune, sa surface en deux points. L’intersection se com- 
pose, alors, de deux branches séparées : la première est la 
courbe d'enti]ée^)‘à seconde la courbe de sortie. C’est le cas de 

Il y a arrachement, quand une partie seulement dés géné- 
ratrices de chaque cylindre rencontre la surface de l’autre. 
L’intersectfon est, alors, formée d’une seule branche continue 
(fig. 36, pi, 33)7 

On reconnaît lacilement lequel des deux cas a lieu, en me- 
nant aux bases des deux surfaces cylindriques, des tangentes 
parallèles aux ntces horizontales des plans auxiliaires. En 
effet, si les tangentes menées à l'une des bases, AB ( fig . 3a), 
coupent, toutes deux, la base CD du sécond cylindre, il est 
clair que toutes les génératrices du cylindre AB, coupent la 
surface du cylindre CD, il y a donc pénétration de ce dernier 
par l’autre. 

Mais, si l’on suppose, comme cela a lieu {fig. 36), qu’une 
seule des deux tangentes menées à chaque base soit sécante à 
l’autre base, il en résultera qu’une partie seulement des gé- 
nératrices de chaque cylindre rencontrera la surface de 
l’autre; dans ce cas, il y a intersection par arrachement, et 
le lieu géométrique des points communs aux deux surfaces, 
cylindriques se forme d’une seule ligne continue. 


PROBLÈME VI. / , 

, . •• •••' * <• * ; ' ' • 

SS. Construire l’interseclion de deux surfaces coniques, et 
la tangente à cette courbe. 4 , . \ 

. " • ’ ' i > , » ’ 

Soient AB, CD {fig. 37, pl. 36) les bases, ou traces horizon- 
tales des cônes donnés;, s, s', les projections du sommet du 
premier, qui a pour base AB: et t, f, les projections du som- 
met de l'autre. 4 ■; fi» 

Les contours apparents, AVB', CTD’, sur. le ptan vertical, 
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seront déterminés, comme à l’ordinaire, par des plans tan- 
gents aux surfaces considérées, et perpendiculaires au plan 
vertical de projection. * • • 

On obtiendra les contours apparents sur le plan horizontal, 
en menant par les projections horizontales s, t, des sommets 
des cônes, des tangentes à leurs bases. Si les points s, f, 
étaient situés dans l'intérieur des bases, que nous considé- 
rons ici comme des courbes convexes et fermées, il serait 
impossible de conduire les tangentes à ces courbes; mais, 
dans ce cas, les bases elles-mêmes représenteraient les 
contours cherchés. 

Pour déterminer les projections de l’intersection des deux 
cônes, on prendra, comme surfaces, auxiliaires; des plans con- 
duits par la droite qui unit les sommets des cônes. Ce choix 
est clairement indiqué par les propriétés des surfaces dont on 
cherche l’intersection. Car, les plans qui contiennent les deux 
sommets couperont les cônes suivant des génératrices faciles 
à construire au moyen de leurs traces horizontales, et il suf- 
fira toujours de prolonger les droites obtenues, de cette ma- 
nière, sur l’une des surfaces, jusqu’à ce qu’elles rencontrent 
les droites déterminées sur l’autre, pour avoir des points de 
l’intersection cherchée. 

D’après céla, voici quelle est la construction qu’il faudra 
répéter, autant de fois qu’on le jugera nécessaire, pour dé- 
terminer les projections de l’intersection des deux cônes. 

On cherchera d’abord la trace horizontale, r, de la droite 
menée par les sommets (s, «'), {t, t') des cônes. Du point r, on 
conduirüftine droite rEF quelconque, rencontrant les deux 
bases AR, CD. Cette dernière droite représente la trace hori- 
zontale d’un plan qui coupe le cône AB suivant deux géné- 
ratrices dont les traces sont F, G, et le cône CD suivant deux 
génératrices dont les traces sont E, H. Les deux premières 
ont pour projections sF, s'/ > ; sG, s' g' ; les deux autres, /H, fh r ; 
<E, t'ë ; on aura ainsi quatre points a, 6, a,, 6„ de la projec- 
tion horizontale, et quatre points a', 6', a',, 6',, de la projec- 
tion verticale de l’intersection des deux surfaces coniques. 
Comme vérification, les points a', 6', a'„ 6',, doivent se trouver 
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sur les perpendiculaires abaissées de a, 6, <*„ à la ligne de 
terre. 

Points sur les plans limites. On conçoit que, si la trace hori- 
zontale, r, de la droite qui unit les sommets (f, <’), (s, s'), est 
en dehors des deux bases AB, CD, tous les plans conduits par 
cette droite ne couperont pas, à la fois, les deux cônes. Afin 
d’assigner les limites entre lesquelles, les traces horizontales 
des plans auxiliaires devront être comprises, conduisons du 
point r des tangentes aux bases /CB, CD, et supposons, comme 
cela arrive dans la figure 37, que los deux tangentes rT, rT,, 
menées à l'une des bases AB, soient sécantes à la seconde 
base CD. 11 est évident que tout plan auxiliaire, dont la trace 
horizontale sera située entre les tangentes rT, rT,, devra 
couper à la fois les deux cônes, et donnera, par suite, des 
points de leur intersection commune ; et qu’un plan qui a 
pour trace horizontale une droite extérieure à l’angle TrT„ 
et menée par r, ne rencontre pas le cône dont la base est AB. 
Pour ce motif, nous nommerons plans limites ceux dont les 
traces horizontales sont les tangentes, rT, rT,. 

En appliquant au plan limite rVltT la méthode exposée 
plus haut pour déterminer les points de la courbe d'intersec- 
tion situés daus ce plan, nous trouverons les deux points 
(3, s'), (S,, S',) qui appartiennent aux génératrices du cône CD, 
projetées suivant /V, <R. Ces génératrices toucheront, dans 
l’espace, la courbe d’intersection aux points (5, 3') (3,, 3',). En 
effet, concevons les deux plans tangents aux cônes au point 
(S, 3') : les génératrices de contact auront pour projections ho- 
rizontales IV, sT, et rencontreront le plan horizonfd de pro- 
jection en V, T. Donc, on aura le9 traces horizontales des 
plans tangents en menant par les points T, Y, des tangentes 
aux bases AB, CD des cônes. lî’où l’on voit que l’intersection 
des plans tangents est précisément la génératrice du cône 
CD dont la trace horizontal est le point V. Par conséquent, 
les projections de cette génératrice toucheront en 3 et 3’ les 
projections de la courbe d’intersection. 

La même démonstration convient évidemment aux trois gé*? 
nératjàces dont les traces horizontales sont les points 1\, R,, V . 
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Points sur les contours apparents. Au moyen des plans 
auxiliaires passant par les traces A, B, C, D, des génératrices 
dont les projections sur le plan vertical forment les contours 
apparents des deux cônes'; nous obtiendrons les points où ces 
génératrices rencontrent l’intersection des deux cônes. Les 
projections verticales de ces génératrices seront, en général, 
tangentes à la projection verticale de la eourbe d’intersec- 
tion. 

Soient, par exemple, (y, y'), (yo ï' 4 )) les projections des 
points communs à la génératrice (As, A's') et à la courbe dont 
il s’agit, La projection verticale A's', touchera en y', et •/, la 
projection verticale de la courbe. 

En effet, le plan AA's', étant tangeût au cône AB suivant la 
droite (As, A's'}, doit contenir les tangentes menées à la 
courbe d’intersection par les points (y, y), (y,, y'i) qui appar- 
tiennent à cette droite. De plus, le plan AA's' est perpendi- # 
culaire au plan vertical ; donc, les tangentes se projettent 
verticalement suivant la trace A's' (*). C’est ce qui vérifie la 
remarque que nous venons de faire. 

On reconnaîtra de même que les droites sM, sM,, fjî, <N t , 
déterminant les contours apparents des cônes sur le plan ho- 
rizontal, sont généralement tangentes à la projection hori- 
zontale de la courbe d’intersection. 

De la tangente en un point, donné. Soient a, a', les projec- 
tions du point donné. On mènera, de ce point, une généra- 
trice sur chacun des cônes, et par les traces horizontales E, F, 
de ces droites, on conduira des tangentes EK, FK, aux bases 
CD, AB. Le point, K, de rencontre des droites EK, FIv, repré- 
sente la trace horizontale de la tangente cherchée. En joi- 
gnant le point K au point «, on, aura la projection horizontale 
de la tangente. Pour déterminer sa projection verticale, il 
suffira de mener la droite <*'k' de a' au pied de la perpendicu- . 
laire K k' abaissée sur la ligne de terréT' 

{*) Il y a, toutefois, un cas exceptionnel que nous avons déjà men- 
tionné : c’est celui où le plan langent au second cône, en un des points 
considérés, serait de même perpendiculaire au plan vertical. . 

• • ' : *•' . . 
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Première remarque. L’intersection de deux cônes peut, 
comme celle de deux cylindres, avoir lieu par pénétration ou 
par arrachement, > 

Lorsque les traces horizontales des plans auxiliaires, tan- 
gentes à la base AB ( fig . 37) de l’un des cônes, sont, toutes 
deux, sécantes à la base de l’autre, il y a pénétration de ce 
dernier cône par le premier. Car chacune des génératrices 
menées par les différents points de la base AB coupe en deux 
points la surface du cône CD, et détermine Une courbe d’en- 
trée, située sur la portion de la surface correspondante à l’arc 
VDV,, et une courbe de sortie, située >ur la portion corres- 
pondante à l’arc HCll,. Mais, si les traces horizontales des 
plans limites sont, Vuue tangente à la première base, l’autre 
tangente à la seconde, il y aura arrachement, et la courbe 
d’intersection sera formée d’une seule branche continue. 

;ry v ; - • ' v v-..- 

Deuxième remarque. L’intersection de deux cônes peut 
avoir des branches infinies; car, on conçoit parfaitement que 
des génératrices de l’une des deux surfaces peuvent être 
parallèles à des génératrices de l’autre. 

Lorsque deux cônes S, T, ont des génératrices parallèles, il 
est évident que, si l’on transporte le premier, S, parallèlement, 
àlui-même, de manière à faire coïncider son sommet avec ce- 
lui du second, les génératrices, qui primitivement étaient pa- 
rallèles, deviendront communes au cône fixe et au cône trans- 
porté. Par suite, les bases devront avoir des points communs. 
Cette condition est d’ailleurs suffisante. 

Donc, pour reconnaître si l’intersection des cônes S et 
T, a des branches infinies, il suffit de construire la base 
du cône S, transporté comme on vient de le dire, et d’exa- 
miner si cette base peut avoir des points communs avec celle 
.de T. , , 

A cet effet, on mène par le sommet du cône fixe, T, des pa- 
rallèles à diverses génératrices de l’autre cône, S ; et on unit 
par un trait continu les traces horizontales de ces parallèles. 
Si la courbe ainsi construite coupe la base de T, en joignant 
les points d’intersectiod au sommet de ce cône, on déterminera 
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les génératrices qui ont leurs parallèles sur l’autre cône. Et 
parla, on saura quelles sont les branches qui peuvent s’éten- 
dre jusqu’à l’infini. "y 

La seule particularité que présente le cas actuellement con- 
sidéré, consiste dans la détermination des asymptotes; car la 
construction des projections d’une partie limitée de la courbe 
est la môme, que cette courbe ait, ou non, des branches in- 
définies. .4 

11 reste donc à reconnaître si les, branches infinies admet- 
tent des asymptotes, et à construire les projections de ces 
droites. . * 

En assimilant toujours les asymptotes à des tangentes dont 
le point défè^iitact esta l’infini, on pourra considérer ce point 
comme étaüi, & la rencontre des deux génératrices parallèles, 
correspondantes à la branche de courbe dont on cherche l’a- 
symptote. 

Et, comme la tangente en un point commun à deux surfa- 
ces, se trouve à l’intersection des deux plans qui touchent les 
surfaces au point considéré, on en conclura que, si l’asym- 
ptote existe réellement, elle doit coïncider avec l’intersection 
des plans tangents aux deux ^ônes, suivant les génératrices 
parallèles qu’on a déjà déterminées. 

Par conséquent, on conduira, par les traces horizontales 
des deux génératrices parallèles, des tangentes aux bases des 
cônes sur lesquels elles se trouvent; ces tangentes représen- 
teront les traces horizontales des plans tangents qui doivent 
l’un et l’autre contenir la droite cherchée; En les prolongeant 
jusqu’à ce qu’elles se rencontrent, on aura un point de l’asym- 
ptote, et, par suite, ses deux projections, puisqu’elle est paral- 
lèle aux génératrices de contact. 

Si les traces horizontales des plans tangents sont parallèle s 
entre elles, il en sera de même de ces plans qui pàssent par 
les génératrices parallèles, et dans ce cas la branche de cotirhe 
n’aura pas d’asymptote. < . . 
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PROBLÈME VII. 

39. Construire l’intersection de deux surfaces de révolu- 
tion dont les axes se rencontrent et dont les méridiens sont 
donnés. * . 

Pour simpliflcr-lcs constructions, nous supposerons que le 
plan vertical de projection est parallèle au plan des deux axes, 
et que, de plus, le plan horizontal est perpendiculaire à l’un 
de ces axes. La projection horizontale de ce dernier sera un» 
point a (fig. 38. pl. 37), et sa projection verticale, une per- 
pendiculaire, a"a r , à la ligne de terre xy. 

Le second axe, parallèle au plan vertical, se projette hori- 
zontalement suivant la droite ab parallèle à la ligne de terre; 
sa projection verticale est la droite a'b' : il rencontre le pre- 
mier axe au point (a, a'). 

Le plan des deux axes, dont la trace horizontale est ab, 
coupe les surfaces de révolution, suivant des méridiens prin- 
cipaux projetés en vraies grandeurs sur le plan- vertical. Ges 
projections doivent être considérées comme des courbes que 
l’on donne, puisque, d’après l’énoncé même de la question, 
les méridiens des deux surfaces sont donnés. 

, La solution générale étant indépendante de la forme des 
méridiens nous avons pris pour ces lignes, des ellipses d'fg', 
k's'h’. 

Les contours apparents des deux surfaces sur le plan vertical 
sont déterminés par ces deux ellipses. 

Le contour apparent de la première surface, sur le plan ho- 
rizon feak-ést la circonférence af, projection horizontale de l’é- 
quateur de la surface»? .{jp contour apparent de la seconde, 
s'obtiendrait en cherchant la trace horizontale d’un cylindre 
circonscrit à cetto surface, et dont la génératrice serait ver- 
ticale ("). 

V- ,* . ' 

f . « ’ * ■ * * 

(*) On n’a pas représenté ce contour apparent sur l'épure, parce qu’il 

n'est d’aucune utilité pour la résolution du problème proposé. 

v ’ . 1 

r ■ . ' 

1’ ♦ ^ 

’ ' * r. * 
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Pour obtenir les projections de la courbe d’intersection, on 
pourrait couper les deux surfaces de révolution par une suite 
de plans horizontaux; chacun d’eux déterminerait sur les 
surfaces données deux courbes, et les points communs à leurs 
projections appartiendraient aux projections cherchées. Mais, 
ce procédé général conduirait à des constructions un peu. lon- 
gues, car les plans auxiliaires couperont la surface dont l’axe 
est (a'6', ab), suivant des ellipses. Il sera plus simple d’em- 
ployer, comme surfaces auxiliaires, des sphères ayant pour 
centre commun, le point (a, a') d’intersection des deux axes. 
Les intersections de ces sphères avec les deux ellipsoïdes don- 
nés, seront des circonférences situées dans des plans perpen- 
diculaires au plan des deux axes, et dont les points communs 
s'obtiendront facilement en projections. 

En effet, considérons l’une quelconque de ces sphères, par 
exemple, celle qui est décrite du point (a, a’) comme centre, 
avec un rayon égal h a'm'. Elle sera coupée par le plan des 
deux axes suivant une circonférence de grand cercle dont la 
projection verticale est la circonférence m'n’q\ ayant pour 
centre le point a' et pour rayon a'm'. Les intersections de cette 
sphère et des deux surfaces de révolution, seront des circon- 
férences situées dans des plans perpendiculaires au plan des 
deux axes, et projetées verticalement suivant les cordes mW, 
p'q\ qui représenteront, en vraies grandeurs, les diamètres 
des deux circonférences (*}* Il s’ensuit que le point de ren- 
contre, c’, des deux cordes mW , p’q',e stla projection verticale 
de deux points communs aux deux surfaces; et par consé- 
quent, c’ appartient Ma projection verticale de la courbe d’in- 
tersection. ’t « M * • •’ . 


Remarquons, de plus, que la circonférence dont la projec- 

æ* 






* C*) En général, l’inlersection de deux surfaces de révolution qui oni 
un axe commun, est formée d’une on de plusieurs circonférences dont 
les plans sont perpendiculaires à cet axe, cela résulte évidemment de la 
définition de ces surfaces. Or, la sphère, qui a pour centre un point situé 
sur l’axe, peut toujours être considérée comme une surface de révolution 
autour de cet axe. ■ . . . , •’ 
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tion verticale est la corde m'ri parallèle à la ligne de 
projette horizontalement, en vraie grandeur, suivant la circon- 
férence décrite du point a comme centre avec an pour rayon. 
D’où nous conclurons que les points c, c,, obtenus sur cette 
circonférence en abaissant de c' une perpendiculaire .à la 
ligne de terre, représentent les projections horizontales, des 
deux points de la courbe d’intersection qui ont été projetés en 
c' sur le plan vertical. -.Tj* 

Il est clair qu’en faisant varier le rayon de la sphère i 
liaire, et en répétant la construction que nous venons < 
ser, on obtiendra autant de points qu’on voudra des deux 
projections cherchées, et par suite, ces projections elle-mê- 
raes. 

On pourra construire, d’abord, quelques points remarqua- 
bles de la courbe; par exemple, ceux où elle rencontre l’é- 
quateur de la surface dont l’axe est vertical. La sphère devra, 
alors, avoir un rayon égal à a'f-, elle déterminera. les deux 
points (a', a), (a', a,) dont les projections horizontales a, a, ap- 
partiennent à la circonférence af qui représente, sur le plan 
horizontal, le. contour apparent de la première surface. Les 
tangentes a t, a ,t,, menées par a, a, à la circonférence af, seront 
aussi tangentes à la projection horizontale de la courbe d’in- 
tersection. En effet, les plans qui touchent la surface de révo- 
lution aux- points («', a), (a', a,) situés feur son équateur, sont 
parallèles à l’axe, par conséquent perpendiculaires au plan 
horizontal. De plus, ils contiennent les tangentes menées à la 
courbe d’intersection, et à l’équateur aux points (a', a), (a', a,). 
Les projections horizontales de ces droites doivent donc coïn- 
cider avec al, a ,t„ d’où il suit que at, a,f,, sont des tangentes 
à la projection horizontale de la courbe d’intersection. Il y a, 
toutefois, une exception qui doit être mentionnée : elle a lieu 
lorsque le plan tangent à la seconde surface de révolution, à 
l’un ou l’autre des points («', «), (*', a,), est aussi vertical. Cauç 
dans ce cas, la tangente à la courbe d’intersection est elle- 
même verticale, et sa projection sur le plan horizontal se réduit 
à un point., 

On a encore des points remarquables de la courbe, à la ren- 





A 
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contre des méridiens principaux des deux surtaces. Ces points 
ont pour projections verticales r', s'; leurs projections hori- 
zontales r, s , sont situées sur la droite ab parallèle à la ligne 
de terre. Les plans qui touchent les surfaces de révolution 
aux points (r,r'), (s, s'), étantperpendiculaircsauplan vertical, 
se coupent suivant des droites perpendiculaires à ce plan. 

D’où l’on conclura que les tangentes à la courbe de l’espace, 
en (r, r'),et {s, s'), ont pour projections verticales les points r', r 
s'. Nous verrons bientôt (n° 01) 'comment on détermine les 
tangentes menées par ces points r’, s’, à la projection verti- 
cale de la courbe d’intersection. 


OO. De la tangente. Soient c, c\ les projections du point de 
contact donné sur la courbe. Le moyen général de construire 
la tangente consiste, comme on sait, à conduire par le point 
donné des plans tangents aux deux surfaces sur les quelles se 
trouve la courbe considérée, et à déterminer l’intersection 
^de ces deüx plans .On aval (n° 32 p. 141) comment on obtient les 
traces d’un plan tangent à une surface de révolution dont 
l’axe est vertical, on pourra donc appliquer ce procédé à I’el- 
lipsolde qui a pour axe la droite ( a'a ", a). Quant au plan tan- 
gent à l’autre . surface dont l’axe, {ab, a'b'), n’est pas vertical, 
il faudra, pour le déterminer, chercher d’abord les projections 
de la normale au point (cj* c’). Or, le parallèle de ce point se 
projette verticalement suivant la corde p'dq', perpendiculaire 
abaissée de c' sur a'b'. L’une des deux extrémités, q', de la 
corde p'q ', est la projection verticale de l’un des deux points 
où la parallèle rencontre le méridien principal. La normale, 
au point q', a pour projection verticale la droite q'z' perpen- 
diculaire à la tangente q'v’ menée à la courbe p'h'k' en q'. Elle 
rencontre l’axe {à'b‘, ab) au point (z', 3). Et comme les nor- 
males à la surface de révolution aux différents pointé d’un 
même parallèle rencontrent l’axe au même point, on en con- 
clura que les projections de la normale élevée en (c, c') sont 
les droites cz, dz'. En conduisant par (c, c') un plan perpendi- 
culaire à {cz, c'z'), on aura leplan tangent à la surface de ré- 

G. et C. * . U 
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volution, et, par suite, la tangente à la courbe d’intersection 
des deux surfaces. ISà 

Mais, il est préférable, dans le cas actuel, de chercher la 
tangente au moyen du plan des ddux normales, menées aux 
surfaces par le point donné (c, c'); la tangente s’obtiendra en 
élevant à ce plan une perpendiculaire. 

En appliquant à la surface dont l’axe est la verticale (a, 
a"a') la construction que nous venons de faire, on trouvera 
les projections c'e', ca de la normale à cette surface, au point 1 
(c, c'). Le plan des deux normales coupe celui des deux axes 
suivant une droite d5nt la projection verticale est e'z'. Or, . 
les deux axes sont parallèles au plan vertical, donc la trace 
verticale du plan des deux normales, sera parallèle a e'z'. , 
Il s’ensuit que la perpendiculaire î'cT'’abaiSfeée de c' sur e'z' 
représente la projection verticale de la tangente demandée. 

■Remarquons, de plus, que les normales rencontrant le plaD 
de l’équateur f{" qui est horizontal aux points [e\, e 4 ), (s',, s t ), 
la trace horizontale du plan de ces deux droites sera parallèle 
à e,z r D’où nous conclurons que la projection horizontale d&* 
la tangente est la perpendiculaire cT abaissée de c sur la 
droite e,î,. i 

91. La méthode que nous venons d’indiquer pour cons- 
truire une tangente en uapoint quelconque de laeourbe d’in- 
tersection des deux surfaces, s’applique à la détermination 
des tangentes à la projection verticale de cette courbe, aux 
points r', s'. On mènera, par s', aux deux ellipses h'z'k', d's'f , 
des normales qu’il faudra prolonger jusqu’à ce qu’elles ren- 
contrent les axes a' b', a' a". Et, en abaissant de s' une perpen- 
diculaire sur la droite qui unit les deux points de rencontre, 
on aura la tangente en s' à la projection verticale de la courbe 
d’iûtersection. 

Une construction analogue déterminera la tangente au se- 
cond point »•', commun aux deux ellipses. 


V 
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NOTE 1. 4 



Sur la nombre des sphères tangentes aux plans des quatre faces d'un 
tétraèdre (p. 97). 

' jr ^ 

Le lieu géométrique d’un point également distant de deux plans don- 
nésABC, ABD (/ îg . 39 pl. 37), se forme, comme on sait, de deux autres 
plans (que nous nommerons M, ST), divisant en deux parties égales les 
angles dièdres que font entre eux les deux premiers, prolongés de chaque 
côté de leur intersection. ' 

11 suit de là que le lieu d’un point également distant de trois faces 
ABC, ABD, ACD, d’un tétraèdre, prolongées indéfiniment dans tous les 
* sens autour de leur point commun A, est en général composé de quatre 
droites qui se croisent au sommet A, et qu’on obtient en coupant les 
pl^ns bissecteurs M, M'; par ceux qui divisent, de môme, en parties 
égales les dièdres des deux faces, ACB, ACD, du trièdre dont le sommet 
est A. ; , • 

D’où l’on conclura, sur le champ, qu’il ne peut exister plus de huit 
sphères tangentes aux plans des quatre faces d’un tétraèdre. Car, tout 
point également distant des plans ABC, ABD,' ACD, BCD, indéfiniment 
prolongés, appartient nécessairengjtnt à l’une des quatre droites que 
nous venons de mentionner; et d’autre part, ce point doit se trouver 
^sur. l’un des deux plans bissecteurs des dièdres que la base BCD de 
la pyramide fait avec une des trois faces latérales, avec ABC, par 
exemple. - 

Mais il ne faut pas affirmer que les sphères tangentes seront, tou- 
jours, au nombre de huit, qar il se peut que les quatre droites ne ren- 
contrent pas, toutes, les deux plans. C’est ce que nous établirons bientôt, 
nu moyen d’un calcul très-simple qui donne, dans certains cas, une 
valeur infinie pour le rayon d’une ou de plusieurs des sphères dont il 

v V. de • 

b agit. « • 

Dans tous les cas, le nombre des splières cherchées est, au moins, 
égal à Cinq. Et d’abord, on en trouve une dont le centre est- intérieur 
au tétraèdre: celle-là est dite inscrite dans la pyramide donnée. Pùis, 
quatre autres qu’on nomme ex-inscrites, tangentes, chacune, à une 
face du tétraèdre et aux prolongements des trois autres faces. L’exis- ’ 
tcnce de ces cinq sphères est évidente, à priori. Nous ne donnerons à cet 
égard aucune démonstration, le lecteur y suppléera, sans la moindre 
difficulté. 

Pour déterminer les rayons de ces sphères, désignons par a, b, c, d, 

■ <'. 

"7 ? 

<f \ • s 
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les aires dès triangles JiCD, ACD, ABU, ABC, qui représentent les faces 
du tétraèdre, respectivement opposées aux sommets A, Bf C, D; et 
nommons v le volume du tétraèdre; r Ië rayon de la sphère inscrite; 
r' celui de la sphère ex-inscrite, tangente à la face a et aux prolonge- 
ments des trois autres ; enfin, o et o', les centres de ces deux sphères. 
En décomposant le tétraèdre ABCD en quatre pyramides triangulaires, 
ayant pour sommet commun le point o, et pour basés les triangles a, b , 
c, d, on trouve immédiatement : 


3v 


ci è-f-c-{-cl 


Le même volume v s’obtenant encore en retranchant de la somme des 
trois pyramides qui ont leurs sommets au point o' et pour bases b, c, d , 
la pyramide o'BCD, on a 


3t. 


& 


b^-c-\-d~a 


D’après cela, on voit qu’il suffit de changer le signe de a, dans la valeur 
dë r, pour avoir celle dor' ; ce qui tient à ce que les deux centres o', b, 
sont situés de différents côtés du plan de la face a, et d’un même côté de 
chacune des trois autres, b , c, d. 

En changeant successivement le signe des termes b , c, d, dan6 l’expres- 
3v ' 

510 n a-f-t-J-c-f-d ’ 0n a " a > P our * €s ra yons des sphères ex-inscrites et 

'< ' *■ . A,, 

tangentes aux faces b, c, d, non prolongées, lés valeurs — — •y — r , 

/ a+c+d—b i 

3 v 3ti „ 

~ |" i . | ^ 11 ~ < * • Toutes ces valeurs sont positives et finies, 

carchacune des faces du tétraèdre est moindre que la somme des trois 
attires. ‘ 

Mais, il n en est plus de môme des rayons des sphères qui peuvent 
toucher les plans des quatre faces du tétraèdre, sans être inscrite ni 
ex-inscrites. Car le point o et le centre de l’une quelconque de ces trois 
sphères étant situés d’un môme côté de deux faces du tétràèdrd^ et de 
côtés différents des deux autres faces; il faudra, pour déterminer la 
valeur du rayon de la sphère considérée, changer les signes de deux 

des termes du dénominateur de l’expression -?- 1 - cl alors, le dé- 

• a+b+c-\-d ’* 

.nominaleur peut devenir nul; et le rayon infini. 

Supposons que les aires dos quatre faces o, b, c , d, du, tétraèdre 
-oient inégales, et rangées par ordre de grandeurs décroissantes, de ma- 
11 lùr <’ qu’on ait :a>b, b>c,c> d. 

11 est évident que les différences {a+b'j— (c-f d), (a+c)—(b+d) seront 
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posiûves, on trouvera donc, 'pour les rayons de deux des sphères, les va- 
3» 3u 

leurs fîmes et positives a+( ,_ — d ,\ +c _ b Zd' 

Si, dé plus, la somme a+<i n’est pas égale it la somme ù+c, la quan- 
tité (a-j-d) — (b+c) ne sera pas nulle, et on obtiendra une troisième 

, 3u t 3u 

sphère dont le rayon aura pour valeur ou • 

Dans ce cas, le nombre des sphères tangentes est huit. Mais si b-\-c 
= a -f- d , le rayon ^ — ^q— ^-est infini, et le nombre des sphères tan- 
gentes se réduit à Sept. .. « 

Les expressions étant négatives, devront 
être r&jetées, et dans l’hypothèse où la somme é+cest différente de a+d, 

*' 4 ’ ** 3y 3u - 

il faudra choisir celle des deux valeurs ; ~ V ■ ’ , ■ , , , , , . , 

[a+d)—(b+c) (o+c) -(a+d) 

qui est positive, pour rayon de la huitième sphère. 

Dans les dénominateurs positifs des expressions considérées, les signes 
qui précèdent les quantités a, b, c, d, indiquent de quel côté des plans 
des -quatre faces du tétraèdre, sont situés les centres des sphères tan- 
gentes. ’ ' -, 

2° Lorsque o = b, et, c = d, il y î seulement six sphères tangentes, 

i i 3v 3v .• 

car les rayons à+d-b-c ' sont,nflnis ’ 

3° Si «trois des faces, a, b, c, sont équivalentes entre elles, et diffé- 
rentes de la quatrième d, le nombre des sphères est huit. Car aucun des 
trois dénominateurs a -f-ft — c — d, a-f- c — b — <{, a + d— b — c, 
n’est nul. 

4® Enfin, quand les quatre surfaces a, b, c, d, sont égales, les trois 
# dénominateurs o-f- b — c — d, a-\-c -r- b — d, u-|-d — b — c, sont 
nuis, les trois rayons deviennent infinis, et dans ce cas, il y a seulement 
cinq sphères tangentes aux plans des quatre faces du tétraèdre. 


NOTE 2. 

‘ f ' .. ' 

Sur la transformée de la section d'un cylindre droit à basé circulaire, 
par un plan incliné sur les génératrices (page 4 56, n°,47). 

Soient arbs (fig. 40, pl. 37) la base du cylindre ; ARBSla courbe dcsec- 
tion déterminée par le plan lai' ; AB l’intersection de hl' et d’un plan 
conduit par l’axe du cylindre perpendiculairement à hl'\ F, F', lespoints 
où le plan de la courbe ARBS est touché par deux sphères tangentes à 
toutes les génératrices du cylindre, et situées de différents côtés de ce 
plan ; on reconnaîtra facilement que la somme des distances des points 
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F, F’, à chaque point de la courbe ARBS, est constamment égale à AB; 
d’où il suit, que celte courbe est une ellipse dont F, F', sont les foyers. 

Le grand axe de cette ellipse est AB; le petit axe est la droite RS, me- 
née perpendiculaire à AB, par le milieu O^tlc cette droite, et dans le plan 
de la courbe. Les points A, B, R, S, sont fe^sommets do l’ellipse. 

Cela posé, menons par l’nne des extrémités R, du petit axe, un plan 
langent au cylindre, et concevons qu’on ouvre la surface cylindriquesni- 
vanl la génératrice Ss, pour la développer sur ce plan tangent. La trans- 
formée de la base du cylindre sera une droite s, rs i ifig. 41, pl. 37j,dont 
la longueur se détermine avec, tel degré d’approximation que l’on veut. 
Le point r sera le milieu de la droite .s,rs,, le point s (fig. 40) prendra 
les deux positions s t . Pour construire les différents pointsale la trans- 
formée de l’ellipse ,’ori pourra d’abord partager la base du cylindre ($ 7 . 40) 
en 2 » parties égales rp,pq... rm, puis, afin de marquer sur la droite 
s, s j {fi9- 41); les positions que prennent les points p, n, etc., 

on partagera, de môme, cello droito en 2 n parties égales rp, pq..., rm, 
mn , etc. Par les points r,p, q..., s„ m, «..., on élèvera les perpendi- 
culaires rR', p P' qQf..., s, S', mW, nV.,„ s, S", respectivement égales 
aux génératrices rR, pP, qQ, etc. (fig . 40) : les extrémités R', P', Q', S', 
M', N'..., S" appartiendront transformée de l’ellipse. 


Le point R' qui représenl me des deux extrémités R, du petit axe 
do l’ellipse, dans le développement de la surface, est un centre de la - 
transformée, c’est-à-dire que toute droite M' R' P', menée par R', coupc 
la courbe en des points M', P 7 , équidistant^ de R'. . * * 

Pour le démontrer, menons par le sommet R (fig. 40) un plan paral- 
lèle à la base du cylindre, ûl coupera la surface cylindrique suivant une 
circonférence m, Rp, égale à la base ab. Si l’on conduit les génératrices 
wM, pP, par deux point^quelconquesm, p, également distants de r.ellcs * 
rencontreront la circonférence »i, Rp,, en des points m,, p,, qui seront, 
de même, à égale distance de R. D’où l’on conclura facilement que les + 
droites Hmj, Pp, sont égales entre elles. Or, lorsqu’on développe la sur- 
face du cylindre, la circonférence »»,Rp, a pour transformée la droite 
S'R'S",(/ip. 41), les génératrices »nM, pP, (fig. 40) coïncident avec les droi- 
tes mM',pP' (fig . 41); les points ni,, p,, tombent en ni', p', à égale dis- 
tance de R', cl on a M' m' = P' p' ; il s'ensuit que les trois points M', R', 
P', sont en ligne droite et qu’on a M' ff = R' P'. 

Le centre R' de la transformée est un point d'inflexion de celte 
courbe. 

En effet, menons par R' une sécante 11’ R' P', et concevons que cette 
droite tourne autour de R', jusqu'à ce que le point P 7 sc rapprochant 
continuellement de R' vienne coïncider avec ce dernier point. Dans cetuffi 
position limite, la sécante devient laugente à la courbe au point R'. Or, 
dans tonies les positions que prend la sécante en tournant autour de R', 4 
elle a constamment son milieu au ceutre R' de la courbe, de manière que 



Digitizedby Gc 


NOTES. 


215 


lee deux poin$t P', M', se rapprocheut simultanément de R', en restant 
toujours à des distances égales de R' : donc, lorsque P' coïncide avec R', 
il en est de même de M'. D’qprès cala, on voit que le contact s'établit, ici, 
par la réunion de trois points de section en un seul, c’ept-à^dire qu’il y a 
contact du second ordre. La tangente iRl' à la transformée au point R', 
doit être considérée comme ayant, en R', un élément commun avec char 
ciin des arcs R' P', R' M', de la courbe. 11 est d’ailleurs évident que ces 
deux arcs se trouveront situés de <|ÿfércnts côtés de la tangente, car, 
dans le mouvement attribué à la sécante M' R' P', les deux parties R' P', 
R' M', <jc celte droite tournent en sens contraires autour du centre R'. De 
lé résulte que le centre R' est un point d’inflexion de la transformée do 
l’ellipse. • 

Remarquons, de plus, que la tangente t R' t\ au point R', fait avec la 
droite R' S' un angle égal à l’angle /' * b ifig. 40), du plan de l’ellipse et 
do la base du cylindre. Car, en développant la surface du cylindre, on ne 
change pas les angles que les tangentes à l’ellipse forment avec les géné- 
ratrices qui passent par les points de contact, et l’on sait que la tangente 
menée à l’ellipse par l’extrémité R du petit axe, est parallèle au grand 
axet.AR de cette courbe. 

En général, si l’on mène à l’ellipse des tangentes par des points P, Q, 
M, R..., autres que les extrémités R, S, du petit axe, elles feront avec le 
plaide la base du cylindre des angles moindres que l' a b. Ces angles 
vont en diminuant, jusqu’aux points R, A, extrémités du grand axe, où 
ils dcviennentxiuls : c’est ce qu’il est facile de reconnaître. Ainsi, les tan- 
gentes aux points R, S, sont des lignes de plus grande pente sur la base 
o 6 du cylindre; elles forment avec les généra|rices du cylindre, prolon- 
gées au-dessus du plan de l’ellipse, les angles les plûs petits. On pour- 
rait oncore conclure de là que, dans le développement du cylindre, les 
exlrémilés R, S, du petit axe, deviennent des points d’inflexion do la 
transformée de l’ellipse. On parviendra à cette conclusion en considérant 
le cylindre comme la limite des prismes inscrits, et en observant que, 
dans le développement de la surface cvlindriquesurle plan tangent mené 
par le sommet lt de l’ellipse, les deux éléments de la courbe situés de dif- 
férents côtés du point R, doivent tomber, l’un au-dessus, l’autre au-des- 
sous de la tangente mènée parce point. 

Les tangentes à la transformée aux points B', A' (fig. il), correspondants 
aux deux extrémités B, A, du grand axe de l’ellipse, seront parallèles à la 
droite R' S', car les tangentes à l’ellipse aux sommets B, A, sont perpen- 
diculaires aux génératrices du cylindre. 

Au reste, ces différentes propriétés de la transformée sc déduisent très * 
simplement de l’équation de la courbe. t . 

Pour trouver cette équation, menons d’un point quelconque P de l'el- 
lipse ?/î</. 40), la droite Pp, perpendiculaire sur le plan OR/i,, et p { g per- 
pendiculaire sur OR. La droite P g sera parallèle à AB ; et par suite, l’an- 
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gle Pÿ p„ sera égal à l’angle l’a b, du plan de l’ellipse et de la base du 
cylindre. Cela pogé, nommons a l'angle Va. b, ei prenons pour unité le 
rayon OR; la perpendiculaire p t g représentera le sinus de l’arc, p,R, et 
comme le triangle rectangle P gp { donne P p* = p t g. tang. «, on aura 
Ppi— (sîn. arc. p,R) tang a. Par conséquent en désignant par x et y les 
coordonnées R'p', P'p' (fig. 41)^l’un point P de la transformée, cette 
courbe sera représentée par l’équation : » 

(1).... y js= tang a. sin. x ; 

ce qui montre que la transformée est du genre des courbes transcendantes 
nommées sinusoïdes . 

L équation (t) restant la môme lorsqu’on change les signe? des varia- 
bles x, y , on voit que l’origine des coordonnées, R', est un centre. 

Le coefficient d’inclinaison de la tangente au point dont l’abscisse est 
x', a pour valeur tang. «. cos., a;'. Lorsque a' = o, on a cos. x' = t et 
alors le coefficient angulaire de la tangente sa réduit à tang. «. La tan- 
gente forme donc, à l’origine, avec l’axe des a:, un angle égal à celui du 
plan de l’ellipse et de la base du cylindre. 


■'Ao: 


Pour le point B’, on d’où cos. x'-o; et tang. «.cos .xfi 

ainsi, au point B' la tangente est parallèle à l’axe des x. 

La dérivée seconde de sin. æ, étant — sin. a:, se réduit à zéro lorsque 
l’absetsse est nulle. On en peut conclure que l’origine est un point cTir£ 
fl exion de la courbe, parccque catte dérivée seconde chanfede signe en 
passant par zéro. ' . f. . ' J 

Lorsqu’on fait croître l’abscisse, x, depuis o jusqu’à w, l’ordonnée « 
déterminée par l’équatioif (4), est constamment positive; la dérivée se- 
conde de cette ordonnée, qûi a pour expression — tang. « sin. xest né- 
gative pour les mêmes valeurs de a;; de plus, les coordonnées sont rec- 
tangulaires : donc, la courbe tourne sa concavité vers l’axe des x depuis 
le point R' jusqu’en^'. La partie R'S" de !a courbe est aussi concave 
par rapport au même axe. Car, pour les valeurs de a; comprises entre à 
et l’ordonnée et sa dérivée seconde ont, de même, des signes con- 
trairej. * * 


4 .,, 
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NOTIONS RELATIVES AU CHANGEMENT DE PLANS 
DE PROJECTION, ET AUX PLANS COTÉS. 


.SJ; . 

* , . ' A 

Du changement de plans de projection. 

/ *•' * • 

1. Dans une question de géométrie descriptive on choisit, 
généralement, les plans de projection de manière à simpli- 
fier, autant qu’il est possible, les constructions à effectuer 
pour résoudre la question proposée. Par exemple, dans quel- 
ques questions relatives à une surface cylindrique, on sim- 
plifie les solutions en prenant pour plan horizontal de pro- 
jection un plan perpendiculaire aux génératrices du cylindre; 
et, lorsqu’il s’agit d'une surface de révolution, on choisit 
pour plan horizontal un plan perpendiculaire à l’axe de la 
surface. 

Mais, on n’e8t pas toujours libre de disposer des plans de 
projection ; il se peut que ces plans soient donnés. Dans ce 
cas, il est quelquefois utile d’employer des plans auxiliaires 
de projection sur lesquels on effectue, d’abord, les construc- 
tions nécessaires pour la résolution du problème proposé ; 
il reste, ensuite, à rapporter ces constructions sur les plans 
primitivement donnés : en cela consiste le changement de 
plans de projection. 

9. Toutes les constructions à faire dans le changement de 
plans de projection se ramènent à trouver les projections 
d’un point dans un nouveau système, lorsque l’on con'naît 
les projections de ce point dans un premier système donné. 


•n 
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Notre objet n’est pas de traiter .cette question dans toute 
sa généralité; la solution générale n’offre que peu d’intérêt: 
nous nous bornerons à considérer les cas les plus simples, et , 
qui peuvent être de quelque utilité. 

Il sera toujours supposé que les deux plans de projection 
sont perpendiculaires entre eux; celui sur lequel s’effectuent 
les constructions est, ordinairement, nommé horizontal; et • 
l’autre vertical : ces dénominations seront conservées. 

On peut, en laissant le plan horizontal tel qu’il a été 
donné, changer la position du plan vertical ; ou, inverse- 
ment, en conservant le même plan vertical, donner au plan 
horizontal une autre position dans laquelle il soit encore per- 
pendiculaire au plan vertical; enfin, ces deux transforma- 
tions peuvent être effectuées successivement. Mais; on conçoit 
que les constructions à foire pour changer de plan vertical 
de projection s’appliquent, avec dos modifications évidentes 
d’elles-mêmes, au changement de plan horizontal ; il suf- 
fira donc de considérer, seulement, la première de ces trans- 
formations. 

3 . Connaissant les projections a, a' (fig. 1 , pl. 38) d’un 
point A rapporté à deux plans de projection rectangulaires, 
qui se coupent suivant la droite xy: trouver les projections 
du même point A, lorsqu’on change la position du plan ver- 
tical. 

Soit x'y' l’intersection du plan horizontal et du nouveau 
plan vertical de projection. Dans ce second système, la droite 
x'y' représente la ligne dé terre, et le point a est encore 1$ 
projection horizontale du point A.. 

Quand le plan vertical ile projection est rabattu sur le plan 
horizontal les deux projections d’un point appartiennent, 
comme on sait, à une perpendiculaire à la ligne de terre, et, 
de plus, la distance de la projection verticale à la ligne de terre 
est égale à la distance du point de l’espaco au plan horizontal.. 

Par conséquent, pour déterminer la nouvelle projection ver- 
ticale , o,*, du point A, on abaissera de la projection horizon- 
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taie, a, une perpendiculaire , «a,, k la droite x'y', et sur f 
' cette perpendiculaire, on prendra la distance a, a,' égale 


$ 


*1. Êlant données les deux projections d'une droite rapportée 
à deux plans rectangulaires : trouver les projections de cette 
droite, en changeant de plan vertical. 

Il est clair que la projection horizontale de la droite consi- 
dérée reste la même dans les deux systèmes. Pour obtenir i 
sa projection verticale, dans le nouveau système, il suffira de 
déterminer les nouvelles projections verticales de deux quel- 
conques de ses points tn° 3, p. 218), et de les unir par 
une droite. * . * 

Quand la droite donnée rencontre le plan horizontal' on 
peut simplifier la construction en observant que la trace 
horizontale de la droite est invariable, et qu’elle a pour nou- 
velle projection verticale le pied de la perpendiculaire abaissée 
de cette trace même sur la nouvelle ligne de terre. 

5. On donne les traces #p, aq ( fig . 2, pl. 38) d'un plan rap- 
porté à deux plans de projection , rectangulaires, qui se coupent 
suivant la droite xy; trouver les traces de ce plan, en changeant 
de plan vertical + 

Nous désignerons par x'y' l’intersection du plan horizontal 
et du nouveau plan vertical de projection ; de sort? que la 
droite x'y' représentera la nouvelle ligne de. terre. 
t II est encore évident que le changement de plan vertical de 
projection ne modifie en rien la trace horizontale, <*p, du plan 
de l’espace» cette trace reste telle qu’on l’a donnée. Et, comme 
les deux traces d’un plan coupent la ligne de terre au même 
point, on voit que l’intersection, des droites ap, x'y’, est 
un point de la trace verticale cherchée ; tout se réduit donc h 
trouver un Second point de cette trace, 

A cet effet, menons, à l’intersection, o, des droites xy, x'y', 
la perpendiculaire oo' au plan horizontal, et qui rencontre en 
un point o' la droite aq située dans le premier plan vertical 
de projection. Le point o' appartient à l’intersection du plan 
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par/ et du nouveau plan vertical de projection, car on aurait 
cette intersection en unissant, dans l’espace, le point o' au 
point a,. Cela posé, concevons que l'on fasse tourner le nou- 
veau plan vertical autour de x'y', pour le rabattre sur le plan 
horizontal de projection. Dans ce mouvement, la droite oo' 
reste constamment perpendiculaire à x'y'\:t conserve la même 
grandeur. Quanc^ le plan vertical est rabattu, la droite oo' 
prend sur le plan horizontal une direction oo,' perpendiculaire 
à x'y', et le point o' vient coïncider avec un point o’ de Cette 
perpendiculaire, situé à une distance de o, égale à oo'. On a, , 
ainsi, un second point, o,', de la trace cherchée, et, par consé- 
quent, la droite a,o,' représente cetti? trace, quand le nouveau 
plan vertical est rabattu sur le plan horizontal de projection. 

®. Pour montrer une application du changement de plan 
vertical, nous ferons usage de ce procédé dans la résolution 
de la question suivante : 

« , - , à 

D’un point donné abaisser une perpendiculaire sur une droite 
donnée. 

Soient o, o' ( fig . 3, pl. 38) les projections du point, et ab, 
a'b' les projections de la droite. Prenons un nouveau plan 
vertical, parallèle à la droite donnée. Alors, la nouvelle ligne 
de terre x'y', sera parallèle à la projection horizontale, ab, de 
la droite AB. Pouf déterminer la projection verticale, o,' du 
point donné O, dans ce changement de plan vertical, il faut 
(n"3, page 21 8) mener du point o une perpendiculaire ou,, à la** ' 
droite x'y', et prendre sur le prolongement de cette perpendi- 
culaire une distance «,o,' égale ào’a. Les projections verticales 
a ', b,' des points a et [b, b') s’obtiennent par une construc- 
tion semblable. 11 en résulte que les projections du point et 
de la droite donnée, deviennent (o,o,') et {ab, a,' b' t ). 

Actuellement, remarquons que le plan vertical conduit sui- 
vant x'y' étant parallèle à la droite (ab, a, 'b, 1 ), la projection 
verticale, a, 'b,', de cette droite forme nécessairement un angle 
droit avec la projection verticale de toute autre droite qui lui 
est perpendiculaire. Il en résulte que, dans le nouveau sys- 
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'tpmc de plans de projection, on aura la projection verticale 
de la perpendiculaire menée du ‘point (o,o, ) à la droite 
(ab,a t 'b t % en abaissant du pointe,' une perpendiculaire o,'c,' 
sur a, 'b,'. Et, si l’on désigné par G le pied de la perpendicu- 
laire abaissée du point douné O sur la droite AB, le point c,', 
intersection des droites o/c,', a,'6,', sera, dans le'nouveau 
système, la projection verticale 'tic G. Quant à la projection 
horizontale, c, du même point G, il suffira pour l’obtenir do 
prolonger jusqu’à la rencontre de ab, la perpendiculaire c,'y,, 
menée de c,' à la nouvelle ligne de terre x'y'. 

Si l’on revient au système de plans primitivement consi- 
dérés, la projection horizontale c ne changera pas de position, 
et la projection verticale, c' de^C se trouvera à l’intersection 
de la droite a' b' et de Ja perpendiculaire cyc', abaissée du 
point c sur la ligne de terre xij; par conséquent, les droites 
oc, oV, seront, dans le système primitivement donné, les pro- 
jections de la perpendiculaire OG cherchée. 

• T 4fc • ■ 


§11 


*• V Des plans cotés. * 

i * • * 

1. Le système de projections orthogonales n’est pas le seul 
qui puisse servir à représenter sur un plan, les figures et les 
constructions de l’espace ; il en est d’autres qui remplissent • 
le même objet. Dans le système de projections connu sous la 
dénomination de plans cotés , un point de l’espace est repré- 
senté par sa projection sur un planque l’on suppose ordinai- 
rement horizontal^ et par sa distance à ce plan. Cette distance 
* appelée cote, est considérée comme positive ou négative, sui- , 
vant que le point est situé au-dessus, ou bien au-dessous du 
plan. , 1 . 

Une droite est représentée par les projections et les cotes 
de deux de scs points. La droite est parallèle au plan de pro- 
jection lorsque deux de ses points ont la même pote; elle lui 
est perpendiculaire si deux de ses points ont la même projec- 
tion. 
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Pour construire fes figures sur les plans cotés, on a besoin 
d’une échelle donnée qui serve à convertir en nombres les lon- 
gueurs des lignes ; et, inversement, à représenter eu lignes 
des nombres connus. 

*. PROBLÈME I. Trouver la projection , c, {fig. U, pl. 38), 
d’un point, C, d’une droite donnée, AB, connaissant la cote , y, 
de ce point. * 

La droite AB est déterminée par les projections a, b et les 
cotes a, 6, de deux de s6#|>oints A, B. 

Pour trouver la projection c, concevons que l’on rabatte, & 
sur le plan horizontal, le plan ABab qui contient la droite de 
l’espace. Les rabattements des points A, B, s’obtiendront en 
menant aux points a, b, dans le plan» horizontal des perpen- 
diculaires à ab, dont les longueurs aient pour mesuresgle^ 
nombres a, ë. On déterminera ensuite, sur le rabattement 
de AB, un point C qui soit à la distance y, de «b et, en abais- 
ÿmt de r C une perpendiculaire Ce sur ab, on aura la projection 
c, cherchée. 

Il est d’ailleurs, facile de calculer la distance ac. En effet, 
menons par le point A {fig. 4) une parallèle AF à ab, elle reii- • 
contrera les droites Ce, Bb, en dçs points E, F, et nous au- 
rons : v 

* « • . 

AE CE y — a . ]• ■ ac V~ “ 

ÀF ~ FB ~e—x ’ û 0U ab ~ 

et par suite*; • • ne = (|—^) ab.-* *. . 

Première Remarque. Dans ce ,qui précède nous avons im- 
plicitement admis l’inégalité des nombres «, ë. Si on avait * 
a=ë, la droite AB serait parallèle au plan horizontal, et le 
nombre y ne pourrait différer de a, ê, Dans ce cas, la question 
est évidemment indéterminée. Cette indétermination est aussi 

indiquée par la valeur de ac, qui pj*end la forme 2. 

* * ‘ * • 

Deuxième Remarque. En considérant la valeur de ab comme 
positive t le point c est à droite, ou bien à gauche du point a, 
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suivant que le nombre | — est positif ou négatif» Si l’on 

pose y = o, il viendra ac=[^£jab ; et le point c détermine 

cette dernière égalité, sera la trace horizontale de la droite de 
l’espace. 




Troisième Remarque. Au moyen de la formule 

ac=(^^]ab, "... 

on peut déterminer la cote y d’un point t de AB, dont la pro- 
jection horizontale, c, est connue. Car cette formule donne : 

> ; . ï== 2£^i +a . : * 

îl. Graduer une droite donnée AB, ou construire d’échelle . 
de pente «le la droite, c’est marquer sur sa projection, ab, les 
ï»rojeètions des points de la droite, qui ont pour cotes des 

nombres entiers. 

S» M 

L’unité de l'échelle de pente est la distance constante qui sé- 
paré les projections de deux points dont les cotes diffèrent de 
l’unité de longueur; 'Cette distance est aussi nommée inter- 
valle. 

Supposons que la diiléreuoe DH, do* deux cotes D d, Ce 
{fig. 4) soit égale à l’unité de longueur, la distance ed des pro- 
jections c, d, des points G, D, sera l’unité de l’échelle de pente 
de la droite AB, ou l’intervalle. Or, cd=GR, et le triangle 
rectangle DHC donne : . , * 

CH=DHXcotang. DCH=cotang. DCH, puisque DI1=I ; 

1 / ’ 

donc, l'unité de l'échelle de pente d'une droilé est égale à la 

cotangente de l’angle que la droite fait avec sa projection* hori- 
zontale. 

On appelle pente d’une droite, AB, [fig-. 4), la tangente tri- 
gonométrique de l’angle qu'elle forme avec sa projection ho- 
rizontale : par conséquent, la pente d’une droite est l’inverse 
de l’unité de l'échelle de pente. 
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4 . PROBLÈME II. Etant données les projections a. b, et les 

cotes a, 6, de deux points d'une droite ( fig . 5 pl. 38) ; détermi- 
ner l'unité de l'échelle de pente de cette droite, ou, en d'autres 
termes l’intervalle. , 

t , * * , 

Pour résoudre cette question par une construction graphi- ^ 
que il faut mener, dans le plan horizontal, des perpendicu- 
laires a A, 6B à la droite ab , mesurées par «, 6; prendre en- 
suite, sur B b, une distance BD égale à l’unité de longueur, et 
conduire par le point D une parallèle DE à ab, que l’on pro- 
longera jusqu’àjsa rencontre, au point E, avec AB. La droite 
DE sera l’intervalle cherché. 

Si l’on veut traiter la question par le calcul on remarquera 
que les triangles semblables BDE, BFA donnenj, : 

M_AF. DE ab 

DB~SË’ 0U ’ i ~ €-«’ 

» v - • .... 

En évaluant numériquement la distance ab, au moyen de 

l’échelle donnée, efcdivisant le nombre ab par §— a, on aura 
la valeur de l’intervalle DE. 

* • k i ■# 

i. * v*» • 

5. PROBLÈME III. Graduer une droite AB définie par les 
projections a, b, et les cotes «,6 de deux denses points. 

Solution. Déterminez : 1° la projection horizontale c d’un 
point G de la droite, qui ait pour cote un nombre entier y ? 
{n° 2, prob. 1); 2° : l’intervalle correspondant à la droite don- 
née (n* 4, prob. II). En prenant sur la projection ab, à partir 
du point c et de chaque coté, des distances successives, éga- 
les à l’intervalle obtenu, la droite sera graduée. 

6. PROBLÈME IV. Par un point donné, C (ftÿ, 6, pl, 38), 
mener une droite, CD, parallèle à une droite, AB, donnée. 

Nommons c, y la projection et la cote du point C; et a, b, 

«, 6, les projections et les cotes de deux points A, B, de la 
droite AB. La projection, cd de CD, s’obtiendra en menant par 
le point c une parallèle à ab. Pour déterminer complètement 
la droite CD, il reste à trouver la cote d’un second point, D, 
de CD, connaissant la projection d de ce point. Or, si l’on 
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prend sur cd à partir du point c, et dans le sens «6, une dis- 
tance cd donnée par l’égalité de rapports |^ == ^ == -^; il 

en résultera = t~; d’où Dd = B6= ~. 6. La cote 

B o Aa A a a 

Dd du point D, et sa projection d seront, ainsi, déterminées. 

On peut résoudre la même question, en cherchant d’abord, 

' l’unité de l’échelle de pente de la droite donnée AB (n° 4, 
prob. II, p. 224). Les deux parallèles ÀB, CD, ont évidem- 
ment la même unité d’échelle de pente, il en résulte que si 
l’on prend sur cd à. partio de c, et dans le sens ab, une dis- 
tance cd égale à l’unité dont il s’agit, la cote du point D sera 
Y+1, ou y— 1, suivant qu’on aura 6>a, ou 6<«. 

7. PROBLÈME V. Reconnaître- si deux droites AB, CD 
(fig. 7. pl. 38), données dans l’espace se coupent; et dans ce cas , 
trouver la projection et la cote de leur point d’intersection. 

Nous admettons, toujours, que chacune des deux droites 
AB, CD, est déûnic par les projections et les cotes de deux de * . 
ses points. 

Pour que lès deux droites de l’espace sa coupent il faudra, 
en premier lieu, que leurs projections ab , cd, prolongées, s’il 
est nécessaire, se rencontrent en un point, e. De plus, les co- 
tes correspondantes à e, calculées pour chacune des deux 
droites AB, CD, devront être égales entre-elles. Ces deux con- 
ditions sont, d’ailleurs, suffisantes. 

On déterminera donc, (3' remarque, p. 223), les cotes y, 
y', des points de AB, CD, projetés en e; si les nombres y, y 
sont inégaux, leur inégalité apprendra que les droites AB. 

CD, ne sont pas dans un même plan. Si y— y', on conclura de 
cette égalité, que les deux droites AB, CD se coupent en un » 

point qui a pour projection le point e, etdoui la cote est égale 
à y . 

u - • . ■ - , 

i < . ” » > , • ‘ . * ; 

S. PROBLÈME VI. Trouver la distance de deux points don- 
nés. 

» ■’ . . - • • ■ - ■ ’ ■ • 

lii 
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Soient a, b, et a, 6, les projections et les cotes des deux 
points donnés A, 1} (fig. 5, pl. 38). 

Menons par A une parallèle à ab, rencontrant B6 en un point 

F. Le triangle rectangle BAF donne AB = VaF 2 +BF 2 ; d’où 

AB = En évaluant en-nombre la droite ab, 

l’égalité précédente fera connaître la valeur de la distance, 
AB, cherchée. 

O. PROBLÈME Vil. Trouver l’angle de deux droites don- 
nées. ' . J ■ 

< 

Nous admettrons que ces deux droites AE, CE (fig. 7. pl. 38), 
se coupent, car s’il en était autrement, on leur mènerait des 
parallèles par un point quiconque deTespace (prob. IV, 
p. 224); et l’angle de ces dernières droites serait l’angle cher- 
ché. 

Soient ae, ce, les projections des droites données AE, CE-; 
pour déterminer l’angle AEC, on prendra sur ae, ce, des 
points quelconques b, d : puis, on calculera les cotes des points 
B, D, E projetés en b, d , e, (3v rem. p. 223); et par suite les 
distances BD, DE, BE (prob. VI, p. 223). La question sera, 
alors, ramenée à trouver l’un des angles, BED, d’un triangle, 
dont les trois côtés sont connus. 

lO. On. appelle ligne de plus grande pente d’un plan, toute 
droite menée dans ce plan, perpendiculairement à sa trace 
horizontale; c’est, effectivement, la direction qu’il faut don- 
ner à une droite du plan pour qu’elle fasse le plus grand 
angle possible avec le plan horizontal. 

Toutes les lignes de plus grande pente d’un même plan sont 
parallèles entre elles, et chacune de ces lignes est perpendi- 
culaire à toutes les horizontales du plan. 

Il est lacile de reconnaître qu’un plan de l’espace est com- 
plètement déterminé par l’une quelconque de ses lignes de 
plus grande pente ; soit qu’on le rapporte à des projections 
orthogonales, ou bienà des projections cotées. 

Dans ce dernier système, le plan est défini par la projection 
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d’unede ses lignes de plus grande pente, graduée (n° 3, p. 223). 

Cette projection est représentée par deux tfàits parallèles 
'très-rapprochés ; elle est divisée en un certain nombre de 
parties égales; les points de division correspondent aux points 
de la ligne de plus grande pente, dont les cotes sont des nom- 
bres entiers successifs ( fig . 8, pl. 38) : C’est là ce qu’on 
nomme l 'échelle de pente du plan. On a vu (p. 22L prob. 111), 
comment cette échelle se construit. Elle sert à déterminer les 
cotes des points du plan, dont on donne les projections. 

* ; V V . ; 

■‘ 7 , ' I - • • ' 

11 . PROBLÈME VIII. Étant donnés un plan par son échelle 
de pente , ab ( fig . 8, pl. tg), et la projection , b, d’un point du 
plan : trouver la cote de ce point. 

Nommons C le point projeté en c, et Aft la ligne de plus 
grajkle pente, dont la projection est ab. Si l’on mène dans le 
plan donné une horizontale CD, par le point C, elle sera per- 
pendiculaire à AB en un point D; et la projection, d. de D, ' 
s’obtiendra en abaissant du point c une perpendiculaire cd 
sur ab. Or, les points C,ü, ont la même cote, puisqu’ils appar- 
tiennent à une parallèle au plan de projection. On aura donc 
la cote du point C en déterminant celle du point D (3“' rem. 

*page223). La division de l’échelle de pente, ab , servira à faci- 
liter cette operation. 

• . 0 

19 . PROBLÈME IN. Par trois points donnés, A, B, C, faire 
passer un plan. 

/ • • 

Les projections des trois points donnqs sont a, b, c (fig. 9, 

pl. 38); et leurs cotes, les nombres a, 6, y. Il s’agit de con- * 

struire une échelle de pente du plan passant par ces trois 
points. t * 

Déterminons, d’abord, sur la droite ab la projcctjpn, d, d’un 
point, 1), de la droite AB, dont la cote Soit y [prob. 1 , page 222), 
et. par conséquent, égide à la cote de C. En unissant les 
pointes c, d nous aurons la projection, cd, d’une horizontale, 

CD, du plan. Et, pour obtenir la projection de l’une des lignes 
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de plus grande pente de ce plan, il suffira de mener une per- 
pendiculaire bn, à cd, en un point quelconque, e. 

Si, maintenant, on abaisse des pointes o, 6, des perpendicu-' 
laires af , bh,mr bn, les pieds de ces. perpendiculaires seront 
les projections de deux points F, H, de la ligne de plus grande 
pente, qui auront des cotes respectivement égales aux nom- 
bres a, ê. . • < \ ■ . . .• 

Connaissant, ainsi, des projections-'/', A et les cotes a, 6, de 
deux points F, H, d’une ligne de plus grande pente , on 
pourra graduer cette ligne (prob. III, page 224), ” et on aura, 
alors ,une échelle de pente du plan cherché. 

13 . PROBLÈME X. Faire passer un plan par deux droites 
parallèles données. ' 

- ‘ ' â - • ■ 

On prendra sur cesparallèles deux points de même cote, et 
en unissant les projections de ces deux points on aura la pro- 
jection d’une horizontale du plan. Ensuite, la construction 

s’achève comme dans le problème précédent. 

Tv * 

Remarque. On peut construire , de cette manière , une 
échelle de pente d’un plan passant par deux droites qui se 
coupent ; ou par une seule droite et un point donnés. Dans ce . 
dernier cas, pour déterminer la projection d’une horizontale 
du plan cherché, on prendra sur la droite un point dont la 
cote. soit égale à celle du point donné, et on unira les projec- 
tions de ces deux points, par une droite. 

1 - 1 . PROBLÈME XI. Déterminer l'intersection du plan de 
projection et d’un plan donné dans l'espace par son échelle de 
pente, ab. 

\ \ ' . . * . 

On déterminera le point de AB dont la cote est zéro (p. 222, 
2° rem.), <^, par ce point, on mènera à ab une perpendicu- 
laire, dans le plan de projection. 

*5. Lorsque deux plans de l’espace sont parallèles, leurs 
lignes de plus grandes pentes sont évidemment des droites 
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parallèles entre elles, et qui ont, toutes, la même unité 
d’éclielle de pente ; et réciproquement. • 

D’après cela, il sera facile de résoudre la question sui- 
vante : ' • 

PROBLÈME XII. Par un point mener un plan parallèle à un 
plan donné. - • 

Pour avoir une échelle de pente du plan cherché, il suffira, 
de conduire, par le point donné, une parallèle à une ligne de 
plus grande pente du plan donné, et de graduer cette pa-' 
rallèle (p. 224, problème IV). 

• 

IC. PROBLÈME XIII. Déterminer Vinlersection de deux 
plans P, P', donnés par leurs échelles de pente, ab, a'h' ( fig . 10, 
pl. 38). 

• V , - . 

Supposons, d’abord, que les projections ab, a'b', des droites 
de plus grande pente, AB, A'B', des plans P, P', ne soient pas 
parallèles; les perpendiculaires élevées aux droites ab, a'b', 
en des points f, f, dans le plan de projection, se rencontreront 
nécessairement. Et, si f, f correspondent à des points F, F', 
de mêB®e cote, sdr les droites AB, A'B', les horizontales des 
plans P, P', conduites par F, F', se couperont, dans l’espace, 
en un point appartenant à l’intersection cherchée, dont la cote 
sera égale à celle des points F, F. De plus, la projection de ce. 
point de l’espace ; se trouvera à la rencontre des perpendicu- 
laires élevées sur ab et a'b', en f et f'. Donc, pour obtenir la 
projection et la cote d’un point de l’intersection des plans P, P', 
ir suffira de prendre sur ab et a'b', des points f et f' corres- 
pondant à une même cote, de valeur connue, et de mener en 
f, f\ sur ab,a'b'. des perpendiculaires que l’on prolongera jus- 
qu’à leur rencontre. 

En appliquant la même construction à deux autres points 
h, h’ des droites ab,'a'b' on aura la projection et la cote d'un 
second point commun aux plans P, P', dont l’intersection sera, 
ainsi, déterminée. , r • V *• • •; ‘ 

Lorsque les projections, ab, a'b', des lignes de plus grande 
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* ' , . m 

pente AB, A’B', sont parallèles, la construction précédem- 
ment indiquée est, • évidemment , en défaut. Dans ce cas, 
l’intersection des plans P, P', étiuit parallèle aux traces hori- 
zontales de ces plans, il suffit, pour la déterminer, d’en trouver 
un seul point. C’est à quoi l’on parvient, d’une manière géné- 
rale, en coupant les deux plans donnés par un troisième, et 
en prenant le poilf, de rencontre des deux droites qui en ré- 
sultent. Mais, on simplifiera la construction en choisissant, 
comme auxiliaire, le plan de deux parallèles aux droites 
ab, a'b' . £ . •* ' 

Soient cd, ef ( fig . il, pl. 38) les projections de deux droites 
de l’espace, CI), EF, pfirtdlèles hab, et v dont les distances au 
plan de projection horizontal, sont respectivement égales à 
deux nombres quelconques, 2 et 3, par exemple. 

La première de ces droites, CD, rencontre les plans P, P' en 
deux points C, E, ayant pour projections c, l. * 

Les intersections fl® la seconde , EF, et des mém^plans 
P, P' sont des points H, ’E, projetés en h, e. 

Il s’ensuit que le plan des parallèles, CD, EF, coupe les 
plans donnés P, P', suivant des droites CH, EL, représentées, 
en projections, par ch, el. Donc, l’intersecticttfe o, de ces deux 
dernières droites cli, el, sera la projection d’un point O commun 
aux plans P, P'; et, par conséquent, on aura la projection de 
l’intersection de, ces plans, en menant par» le point o, une per- 
pendiculaire mm' aux parallèles ah, a'b'. 

Les cotes des points M, M', de l’intersection dont il s’agit, 
projetés en m, m', sur ah, a'b', auront nécessairement la même 
valeur, et cette valeur commune pourra s’obtenir au moym 
de la règle indiquée (3“ e rem. page 223). 


17 . PROBLÈME XIV. Déterminer le point de rencontre d'une 
droite et d’un plan donnes, 

l ’ / t . • r * • , ’ ** 

Soient ab { fig . 12, pl. 38) la projection de la droite donnée 
AB; et cd l’échelle de pente du plan. 

La solution générale de la question proposée consiste à 
mener par la droite donnée, AB, un plan auxiliaire et à cher- 
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cher, ensuite, le point auquel l’iDtersection de ce plan et du 
plan donné rencontre la droite AB. 

Comme le plan auxiliaire est seulement assujetti à passer 
parla droite AB, on peut disposer de la direction de ses hori- 
zontales, et les représenter en projections par des parallèles 
eh, fl, etc., tracées sur le plâh de projection, et rencontrant 
ab en des points e, f..., déterminés par les cotes des points 
E, F..., de la droite AB, de l’espace. 

Concevons, maintenant, que l’on mène dans le plan donné 
des horizontales, III, KL..., dont les cotes soient égales à celles 
des points E, F, etc. Elles rencontreront les horizontales EH, 
FL, etc. , du plan auxiliaire en des points H, L. .. , communs aux 
deux plans considérés, et dont les projections h, L,., s’obtien- 
dront en prolongeant les parallèles eh, fl..,, jusqu’à ce qu’elles 
rencontrent les perpendiculaires!/*, kl. . ., menées à la droite ccl. 
On aura, ainsi, les projections et les cotes d’autant de pointe 
qu’on voudra do l’intersection I1L des deux plans; et en déter- 
minant le point commun aux deux droites HL, AB (prob. V, 
page 223), la qUestioif proposée sera résolue. 


18. Lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan de l’es- 
pace, la projection de cette droite est parallèle aux projections 
des lignes de plus grande pente du plan y et de plus les unités 
d’échelles de pente de la droite et du plan sont inverses l’une de 
Vautre. 

En effet, soient DB Iftg. 13, pl. 38) la perpendiculaire au 
plan, et CG une lijçne de plus grande pente menée par le pied 
de la perpendiculaire. Les deux droites DB, CG appartenant 
au même plan vertical, se projetteront horizontalement suivant 
la même droite CF ; donc, la projection de DB, est parallèle 
aux projections des différentes lignes de plusgrar.de pente du 
plan. 

Cela posé, prolongeons la perpendiculaire DB jusqu’ 1 la ren- 
contre de CF, en un point A. Dans le triangle rectangle ABC, 
les cotangentes des deux angles complémentaires A, C, sont 
inverses l’une de l’autre ; or, ces cotangentes sont les unités 
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d’échelles de pente des droites BA, BC; donc, le principe est 
démontré. 

Remarque. La réciproque est vraie. Si la projection d’une 
droite est parallèle aux projections des lignes de plus grande , 
pente d’un plan ; et que, de pîUs, les unités des échelles de 
pente de la droite et du plan soient inverses l’une de l’autre, 
la droite sera perpendiculaire au plap. 

< . • . rf * 

1 ©. PROBLÈME XV. Par un point mener une perpendicu- 
laire à un plan; et déterminer le pied et la grandeur de cette 
perpendiculaire. 

La-projection du point est o(fig. 14, pl. 38), et sa cote, y* 

Le plçm est donné par son échelle de pente ab; la droite ab 
’eit la prqjection d’une ligne de plus grande pente, AB. Nous 
nommerons i l’unité de l’échelle de pente de AB, ou l’intervalle 
correspondant à cette droite. 

En menant par le point c une parallèle cd k ab, on aura, 
d’abord, la projection de la perpendiculaire (n° 18, page 231). 

<1 

L’unité de son échelle de pente est r (n° 1 8); en outre, on 

connaît la cote, y, de l’un des points, C, de cette perpendicu- 
laire; il sera donc facile de la gradue^ et elle sera, alors, 
complètement déterminée. * 

Le pied de la perpendiculaire s’obtibndra en cherchant le 
point où elle rencontre le plan donné ( prob . XIV, page 23P). 

Et on aura la grandeur de la perpendiculaire, en déterminant 
la distance du point donné, au point d’intersection de cette 
droite et du plan [prob, VI, page 22 £>). 

90. PROBLÈME XVI. Mener , par un point, un plan per- 
pendiculaire à une droite. 

Le point est donné par sa projection a ifig. 14, pl. 38), et sa 
cote, a. La droite a pour projection cd; l’unité de son échelle 
de pente est le nombre donné i. 


Digitized by Google 


I JL ’ • 


APPENDICE. 


233 

On aura immédiatement la projection d’une ligne de plus 
grande pente du plan cherché, en conduisant par le point a une 

parallèle ab à cd ; et l’unité de pente de cette ligne sera T 

% 

(n° 18, p, 231). 

Comme on connaît, de plus, la cote, a, d’un point de la 
ligne dont il s’agit, on pourra facilement la graduer, et obtenir 
ainsi une échelle de pgnte du plan ; et la question sera 
résolue. 

91 . PROBLÈME XVII. Abaisser d'un point une perpendi- 
culaire sur une droite , et déterminer le pied et la grandeur de 
cette perpendiculaire. 

„ • - , V**‘ ^ fc . • ’ •. k 

Pour obtenir un second point de la droite cherchée, il suffit 
de mener par le point donné un plan perpendiculaire à la 
droite donnée ( prob . XYI), et de déterminer l’intersection de 
ce plan et de la droite (probï XIV). Le point d’intersection sera 
le pied de la perpendiculaire; et, en prenant sa distance au- 
point donné {prob. VI), on aur*la grandeur de la perpendicu- 
laire. 

* ’* . 

• : ■ * ’ ' ■ 

99 . La méthode des projections cotées s’applique aussi à la 

représentation des surfaces courbes, et à la résolution des pro- 
blèmes qui leur sont relatifs. 

Par exemple, un cylindre est représenté par su trace sur le 
plan coté, et par les projections et les cotes de deux points 
*d’une parallèle à ses génératrices. On définit un cône en don- 

j lf * 

nant sa trace , la projection et la cote de son sommet. 

Ces deux surfaces étant ainsi définies, il sera facile de con- 
struire les échelles de pente de leurs plans tangents pas- 
sant par des points donnés, ou parallèles à des droites 
donnpes. • 

S’il s’agit, par exemple, de mener à un cône un plan tan- 
gent passant par un point, A, dont; la projection a, et la cote « 
sont données; on déterminera, d’abord, l’intersection, B, du 
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plan de projection, et de la droite qui unit le point A au 
sommet, du cône (page 223, 2 e remarque). Puis, du>point B on 
conduira une tangente, BG a la trace du cône, et on fera passer 
un plan, par cette tangente et le pçjint donné ; c’est-à-dire que 
l’on construira l’échelle de pente du plan passant par -la tan- 
gente, BG, et le point, A, donné. La droite BG étant la trace 
horizontale du plan tangent, si on abaisse du point a, projec- 
tion de A, une perpendiculaire, aD, sur BC, cette perpendi- 
culaire sera là projection d’une ligne de plus grande pente du, 
plan. En outre, le point D, situé sur BC, coïncide avec sa pro- 
jection; et la cote de ce point, D, et zérp , On connaîtra, ainsi, 
les projections fl, D, et les cotes a, o, dé deux points A, D,,dc la 
droite AD, il sera facile de graduer cette droite par le] moyen 
indiqué (pag. 224, probl. III); et on aima, alors; construit 
l’échelle dephnte du plan cherché. 

Pour mener h un cône un phm tangent parallèle à une 
droite donnée, on fait preser par le sommet, S, du cône, une 
parallèle SB à la droite donnée (pag. 221, n° 6); il faut, en- 
suite, déterminer la trace horizontale, B, de la droite SB 
*(pd&. 222, 2° rem.), et conduire du point B, une tangente BG, 
à la trace du cône. Puis, on abaisse de la projection, s, du 
sommet S, une perpendiculaire sD, sur la tangente BC, et la 
solution s’achève comme dans la question précédente. 

On détermine par des moyens "semblables les échelles de 
pente, des plans tangents à un cylindre. 
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